[t ordrepunktsystem med poissonfordelt
eftersporgsel.

Af Svenp Frepens®)

1. Forudsetninger og definitioner.

1. Formilet med narverende artikel er at drefte en i visse henseen-
der forenklet lagermodel med stokastisk varierende efterspergsel og
stokastisk varierende leveringstid pr. ordre. Fremstillingen bygger pa
folgende forudsztninger (se figur 1):

1) En virksomhed ferer en bestemt vare pa lager. Den imod virksom-
heden rettede cfterspergsel efter varen er en stationzr poissonproces
med en gennemsnitlig efterspergsel pd @ vareenheder pr. tidsenhed (hvor
@ er en positiv konstant). Vareafgangen fra lageret hidrorer udelukkende
fra efterspergselen, idet der for enkeltheds skyld ses bort fra foraldelse,
svind m. v.

2) Varelageret suppleres efter ordrepunktsystemet, idet der afgives
en ordre pd Q vareenheder til leveranderen, hver gang virksomhedens
fysiske lagerbeholdning af varen kommer ned pd et pd forhind fastsat
ordrepunkt R. Det forudsattes, at ordrestorrelsen Q og ordrepunktet R
(som begge antages konstante i tiden) er hele tal, og at Q > R = 0 (se
afsnit 1.3 nedenfor).

3) Leveringstiden pr. ordre er en stokastisk variabel, der folger en
vilkdrlig, stationzr og af efterspergselen nafheengig fordelingslov, Leve-
ringstiderne for de enkelte ordrer er indbyrdes uvafhzngige og uathan-
gige af ordrestorrelsen (). Den gennemsnitlige leveringstid pr. ordre er
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1/b tidsenheder (hvor b er en positiv konstant). Specielt kan leverings-
tiden pr. ordre vare konstant 1/b tidsenheder.

4) Efterspargsel, som finder sted pi tidspunkter, hvor det fysiske lager
er udsolgt, bliver ikke tilfredsstillet (afvises). Alternativt kunne man
teenke sig, at efterspergsel, som ikke umiddelbart kan tilfredsstilles ved
hjeelp af det fysiske lager, helt eller delvis imedekommes ved, at virk-
somheden afgiver sarordrer til leveranderen uden for den normale
ordrerutine. I det felgende vil vi imidlertid for kortheds skyld betegne
al eftersporgsel, som ikke umiddelbart kan tilfredsstilles ved hjzlp af
det fysiske lager, som afvist efterspargsel.

2. Forudsatning 1 indebarer, at der i hvert efterspergselstidspunkt
eftersperges netop een vareenhed og at efterspergselen pr. tidsenhed
svinger »tilfeeldigt« omkring et i tiden konstant niveau pd @ varcenhe-
der pr. tidsenhed 1 overcnsstemmelse med poissonsandsynlighederne
w'e=*/nl; (ingen swson, konjunktur eller trend i efterspergselen efter
varen). Den gennemsnitlige tidsafstand fra et vilkdrligt tidspunkt T til
det nzstfolgende efterspergselstidspunkt 1 efterspergselsprocessen cr
1/a tidsenheder, og den gennemsnitlige efterspergsel i et vilkdrligt tids-
interval (T, T+4-t) af lengden (> 0 tidsenheder er al vareenheder;
(dette gzlder uanset om T er et efterspergselstidspunkt eller ikke).

Produktet A = a/b af den gennemsnitlige efterspergsel a pr. tids-
enhed og den gennemsnitlige leveringstid 1/b pr. ordre kan fortolkes
pa to forskellige mader, nemlig dels som den gennemsnitlige eftersporg-
sel i et wilkdrligt tidsrum af samme lengde som middelleveringstiden
1/b pr. ordre (jfr. ovenfor) og dels som den gennemsitlige eiterspargsel
pr. leveringsperiode. Hvis man speciclt benytter middelleveringstiden
pr. ordre som tidsenhed (b = 1), bliver den gennemsnitlige eftersperg-
sel pr. tidsenhed A vareenheder; den gennemsnitlige tidsafstand fra et
vilkarligt tidspunkt T til det nwmstfelgende eftersporgselstidspunkt er
da 1/4 tidsenheder, og den gennemsnitlige efterspergsel 1 et vilkdr-
ligt tidsinterval (T, T + ¢) af leengden ¢ > 0 tidsenheder er At vare-
enheder (uanset om T er et efterspergselstidspunkt eller ikke).

3. Ved et ordretidspunkt forstds et tidspunkt, 1 hvilket virksomheden
afgiver en ordre pd Q enheder til leverandoren (fordi den fysiske lager-
beholdning er kommet ned pd ordrepunktet R, jfr. figur 1); ifelge for-
udsztning 1 og 2 er den fysiske lagerbeholdning i hvert ordretidspunkt
netop lig med ordrepunktet R. En ordreperiode er tidsrummet mellem to
efter hinanden folgende ordretidspunkter. Et leveringstidspunkt (sup-
pleringstidspunkt) er et tidspunkt, i hvilket en til leveranderen afgiven
ordre (pd ) enheder) leveres til virksomhedens lager. Leveringstiden

1"
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(leveringsperioden) for en given ordre er tidsintervallet fra ordretids-
punkt til leveringstidspunkt for den pdgeldende ordre. En supplerings-
periode er tidsrummet mellem to efter hinanden fslgende leveringstids-
punkter. En restperiode er tidsintervallet fra et leveringstidspunkt til
det nacstfelgende ordretidspunkt; en restperiode er m. a. 0. lig med salgs-
tiden for et antal vareenheder, der svarer til det fysiske lager umiddel-
bart efter supplering i et vilkdrligt suppleringstidspunkt, formindsket
med lagerbeholdningen R ved restperiodens slutning. Virksomhedens
fysiske lager er altid positivt 1 restperioderne {fordi restperioden ex
delinitione ophorer, si snart det fysiske lager kommer ned pd ordre-
punktet R = 0). En lagerperiode er et tidsrum, i hvilket virksomheden
riader over en positiv fysisk lagerbeholdning, medens en lomgangsperiode
er et tidsrum, i hvilket det fysiske lager er udsolgt (den fysiske lager-
beholdning 0). Afvisning af efterspargsel kan kun forekomme i tom-
gangsperioderne.l)

Under de ovenfor opstillede forudsztninger mi ordresterrelsen @
nodvendigvis vare storre end eller lig med ordrepunktet R. Hvis Q < R,
er der risiko for, at det fysiske lager umiddelbart efter supplering vil
veere mindre end ordrepunktet R, og i sd fald har virksomheden ingen
mulighed for pény at supplere lageret op i henhold til den fastsatte
suppleringsprocedure; (denne situation vil f. eks. indtreede, hvis det
fysiske lager bliver udsolgt i lebet af leveringsperioden); i det specielle
tilfeelde, hvor ordresterrelsen Q netop er lig med ordrepunktet R og
hvor det fysiske lager bliver udsolgt i lebet af leveringsperioden, er den
fysiske lagerbeholdning umiddelbart efter supplering netop lig med
ordrepunktet R, og i s fald mad virksomheden afgive en ny ordre til
leveranderen i selve suppleringstidspunktet. 1 praksis vil Q dog som
regel veere storre end R, og i det fslgende vil vi for enkeltheds skyld
antage, at dette er tilfzldet.

Ifolge forudsetning 2 er ordrepunktet R = 0. I praksis fastsattes
ordrepunktet ofte siledes, at det svarer til den forventede eftersporgsel
A pr. leveringsperiode med tilleg af et positivt »sikkerhedslager« til
imedegdelse af tilfeldige udsving i efterspergselen 1 lebet af leverings-
perioden (altsd R > A > 0), men der er naturligvis intet til hinder for,

1} Begrebet lagerperiode mi ikke forveksles med lagertiden, hvorved forstds den sam-
lede tid, som de pl lager verende varer tilsammen tilbringer pd lageret i en ner-
mere angivet tidsperiode. Lagertiden i en given periede svarer geometrisk il arca-
let under lagerkurven i den pipmldende periede {(og den gennemsnitlipe fysiske
lagerbeholdning i perioden er lig med lagertiden divideret med periodens lengde).
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at virksomheden kan vzlge et ordrepunkt, der er mindre end eller lig
med den gennemsnitlige efterspargsel A pr. leveringsperiode.

Umiddelbart efter hver lagersupplering vil den fysiske lagerbehold-
ning altid veare storre end ordrepunktet R (fordi Q@ > R), og den naste
ordre vil blive afgivet til leveranderen, si snart det fysiske lager efter
restperiodens udleb piny kommer ned pi ordrepunktet. Herefter vil
yderligere ordreafgivelse til leveranderen forst kunne finde sted efter
at det fysiske lager igen er kommet op over ordrepunktet, og hertil
kreeves dbenbart, at den forst afgivne ordre er blevet leveret til virk-
somhedens lager. Virksomheden vil derfor 1 ethvert tidspunkt hejst
have een ordre (pAd Q enheder) udestiende hos leveranderen; i rest-
perioderne har virksomheden ingen ordrer udestiende hos leveranderen,
og 1 hver leveringsperiode vil der altid veere netop een udestiende ordre
hos leveranderen.t)

Hver ordreperiode og hver suppleringsperiode bestir af een restperiode
og een leveringsperiode (der afsluttes med levering af en ordre fra leve-
randeren), jfr. figur 1. Hver ordreperiode (suppleringsperiode) inde-
holder derfor netop eet leveringstidspunkt, 1 hvilket der indgér en ordre
pd Q enheder fra leveranderen til virksomhedens lager. Da den fysiske
lagerbeholdning altid er positiv 1 restperioderne, kan lagertomgang og
dermed afvisning af eftersporgsel kun forekommer i leveringsperioderne,
og hver ordreperiode (suppleringsperiode) kan derfor hejst indcholde
een positiv tomgangsperiode.

Hver ordreperiode (resp. suppleringsperiode) kan ogsi opfattes som
veerende sammensat af en lagerperiode og en tomgangsperiode (som
eventuelt kan have leengden 0 tidsenheder), og man har derfor:

Ordreperiode (suppleringsperiode) = leveringstid 4 restperiode

(1) (salgstid for fysisk lager umiddelbart efter supplering formind-

sket med ordrepunktet R) = lagerperiode + tomgangsperiode.

Under de ovenfor opstillede forudsatninger er ordreperioderne og
suppleringsperioderne kontinuerte statistiske variable, hvis leengde af-
haenger af leveringstiden pr. ordre og af eftersporgselsprocessens forleb
(eftersporgselsintervallernes lzngde).

4. Som tidligere nevnt kan afvisning af efterspergsel kun forekomme
1 leveringsperioderne. Den afviste efterspergsel pr. leveringsperiode er
en diskontinuert statistisk variabel, der kan antage verdierne 0, 1, 2,

1) Hvis ordreafgivelsen til leverandaren derimod finder sted, nir virksomhedens
bogforie lager (her fysisk lager + varer i ordre hos leveranderen) kommer ned pa
ordrepunktet R, kan der vare flere udestiende ordrer (ph @ enheder) hos leveran-
deren pi samme tidspunkt, og i si fald behever ordrestorrelsen ikke at vere = R,
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3, ... ad inf. (med sandsynligheder, der i almindelighed athanger af
formen af fordelingsloven for leveringstiden pr. ordre, jfr. nedenfor).
I det folgende betegnes den gennemsnitlige afviste eftersporgsel pr. leve-
ringsperiode med symbolet U; middelafvisningen U, der spiller en vigtig
rolle i den felgende fremstilling, kan for praktiske formal defineres som
den gennemsnitlige afviste efterspergsel pr. leveringsperiode i et langl
tidsrum, der indcholder et sfort antal leveringsperioder. Det kan vises,
at middelafvisningen U har felgende egenskaber (se tabel 1 og 2):

a) Sdfremt ordrepunktet R er positivt, afhenger U af formen af
fordelingsloven f(t) for leveringstiden pr. ordre, d. v.s. U er en funk-
tional af f(t) for R > 0. Hvis virksomheden derimod vazlger ordre-
punktet R == 0, vil al eftersporgsel i leveringsperioderne blive afvist,
og den gennemsnitlige afviste efterspergsel U pr. leveringsperiode bli-
ver da lig med gennemsnitsefterspergselen A pr. leveringsperiode uan-

set formen af f(t), d.v.s. at U= A for R = 0.

i) Middelafvisningen er en voksende funktion af den gennemsnitlige
eftersporgsel A pr. leveringsperiode; jo sterre A er, desto sterre er alt
andet lige risikoen for, at virksomhedens lager vil blive udsolgt i labet
af leveringsperioden, og desto sterre bliver alt andet lige den gennem-
snitlige afviste efterspergsel U pr. leveringsperiode. For R > 0 er den
til en given foregelse af A svarende tilvaekst i U, alt andet lige, altid
mindre end tilvaeksten 1 A, og den til en given forogelse af A svarende
tilvaekst 1 U er alt andet lige desto mindre jo sterre ordrepunkt R,
virksomheden arbejder med. For R = 0 er middelafvisningen U som
ovenfor nzevnt altid lig med den gennemsnitlige eftersporgsel A pr. leve-
ringsperiode, og tilvaeksten i U er da felgelig altid lig med tilvaksten
i ..

¢) Middelafvisningen er en aftagende funktion af ordrepunktet R;
Jjo sterre ordrepunkt R virksomheden valger, desto mindre er alt andet
lige risikoen for, at virksomhedens lager vil blive udsolgt i lebet af
leveringsperioden, og desto mindre bliver derfor, alt andet lige, den
gennemsnitlige afviste efterspargsel U pr. leveringsperiode. Den til en
given forogelse af R svarende formindskelse af U er altid numerisk
mindre end tilveksten i R, og formindskelsen af U, svarende til en
given foregelse af R, er alt andet lige desto mindre, jo sterre R er i
forvejen. Hvis ordrepunktet R er meget sterre end den forventede efter-
sporgsel A pr. leveringsperiode, vil en yderligere foragelse af R ikke
medfere nogen vasentlig formindskelse af U (fordi praktisk talt al
efterspargsel 1 leveringsperioderne er tilfredsstillet i forvejen); hvor
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stor R skal vare 1 forhold til A, for at denne situation vil indtrade,
afhenger af formen af fordelingsloven f(t) pr. ordre.l)

Da hver ordreperiode og hver suppleringsperiode netop indeholder
een leveringsperiode, kan middelafvisningen U ogsid fortolkes som den
gennemsnitlige afviste eftersporgsel pr. ordreperiode (resp. supplerings-
perode). Under de ovenfor opstillede forudsztninger er det fysiske lager
ved begyndelsen og slutningen af hver ordreperiode lig med ordre-
punktet R, og da der som tidligere nevnt indgir netop een ordre pd
(2 enheder til virksomhedens lager i hver ordreperiode, er lagerafgan-
gen og dermed den tilfredsstillede eftersporgsel i hver ordreperiode lig
med ordresterrelsen Q. I det lange leb er den gennemsnitlige, totale
eftersporgsel pr. ordreperiode folgelizg lig med ordrestorrelsen @ for-
oget med den gennemsnitlige afviste eftersporgsel U pr. ordreperiode,
altsd Q+U vareenheder. Den tilfredsstillede efterspargsel pr. supple-
ringsperiode er derimod en (diskontinuert) statistisk variabel, der kan
antage vardierne Q—R, Q—R+1, ..., Q-+R (med sandsynligheder,
som i almindelighed afhanger af formen af fordelingsloven f(£) for
leveringstiden pr. ordre); da der svarer netop een suppleringsperiode til
hver ordreperiode, er den gennemsnitlige tilfredsstillende eftersporgsel
pr. suppleringsperiode i1 det lange leb lig med den tilfredsstillede efter-
sporgsel () pr. ordreperiode, og den gennemsnitlige, totale eftersporgsel
pr. suppleringsperiode er falgelig Q-+ U vareenheder. Det kan vises, at
fordelingsloven for den tilfredsstillede efterspergsel pr. supplerings-
periode er symmetrisk omkring middelvardien Q uanset formen af for-
delingsloven for leveringstiden pr. ordre.

5. Hvis ordrepunktet R er positivt, er virksomhedens fysiske lagerbe-
holdning ved slutningen af leveringsperioderne (umiddelbart for lage-
ret suppleres op ved levering af en ordre pd Q enheder fra leveranderen)
en diskontinuert statistisk variabel, der kan antage vardierne 0, 1, 2,
..., R (med sandsynligheder, som afhznger af formen af fordelings-

1) Storrelsen U spiller en viglig rolle i en rzkke forskellige lagermodeller med pois-
sonfordelt eftersporgsel. Eksempelvis kan udtrykket (4—44) 1 G. Hadley & T. M.
Whitin's bog »Analysis of Inventory Systems« med de i neervaerende artikel an-
vendte symboler skrives pd formen Py = [U (A, R) — U (A, R 4+ 2}1/0, og ud-
trykket (5-20) i samme werk kan skrives som pg, = [A = U (4, N]1/Q, hvor A
er den gennemsnitlige eftersporgsel i tidsrummet mellem to efter hinanden falgende
inventurtidspunkter; (begge disse udtryk forudsamtter konstant leveringstid pr. or-
dre). Af ovenstiende bemazrkninger folger umiddelbart, at P, er en voksende
funktion af A og en aftagende funktion af Q og R, medens p,, er en voksende
funktion af A og en aftagende funktion af Q.
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loven f(t) for leveringstiden pr. ordre), og for R = 0 er det fysiskc
lager umiddelbart for supplering altid lig med 0.

Uanset om ordrepunktet er positivt eller 0, er virksomhedens fysiske
lager umiddelbart fer supplering lig med det fysiske lager K ved leve-
ringsperiodens begyndelse, formindsket med den i lebet af leverings-
perioden tilfredsstillede eftersporgsel, altsa:

Fysisk lager umiddelbart for supplering = ordrepunkt R — sam-

(2) let efterspergsel i leveringsperioden + afvist efterspergsel i leve-

ringsperioden.

Den fysiske lagerbeholdning umiddelbart efier supplering er natur-
vis lig med det fysiske lager umiddelbart for supplering, foreget med
ordresterrelsen Q.

11, Systemiets ligevegtsegenshaber.

Med undgangspunkt i de begreber, der er defineret i det foregacende,
skal vi nu bestemme en rakke forskellige sterrelser, som kan tjenc il
karakteristik af lagerprocessens opfersel i det lange leb (ndr processen
er kommet 1 statistisk ligeveegt).

a) Ifelge (2) er den gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning L™ umid-
delbart for supplering lig med ordrepunktet R formindsket med den
gennemsnitlige tilfredsstillede eftersporgsel A—U pr. leveringsperiode,
altsa:

(3) L'=R-A4+U
Gennemsnitslageret L~ kan for praktiske formal fortolkes som den gen-
nemsnitlige fysiske lagerbeholdning umiddelbart for supplering i en lang
periode, der indeholder et storf antal leveringsperioder (suppleringstids-
punkter). For R > 0 er L” en voksende funktion af R, en aftagendc
funktion af A og en funktional af f(f), og L- er positiv (men mindre end
R): hvis B2 A, vil en yderligere foragelse af R, alt andet lige, kun i
meget ringe udstreskning pavirke vierdien af U, og gennemsnitslageret
I~ vil derfor alt andet lige vokse med praktisk taget samme beleb som
R. For R = 0 er L naturligvis lige med 0 (uafhangigt af formen al
f(t)) i overensstemmelse med, at I/ = 4 for R = 0.

Den gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning L' umiddelbart efter sup-
plering er lig med L™ foraget med ordresterrelsen ), altsa:

(+) L'=L+Q=R-A+U40Q
For £ > 0 er L' en voksende funktion af Q og R, en aftagende funk-
tion af A og en funktional af f(t), og for R =0 er L™ altid lig med
ordrestorrelsen Q (uafhengigt af formen af f(z)).
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b) Ifelge (1) er den gennemsnitlige ordreperiode (suppleringsperiode)
lig med summen af den gennemsnitlige leveringstid pr. ordre og den
gennemsnitlige restperiode, og da den gennemsnitlige restperiode er
lig med den gennemsnitlige lagerafgang L'— R pr. restperiode divide-
ret med den gennemsnitlige efterspergsel @ pr. tidsenhed, fas herefter
felgende udtryk for den gennemsnitlige ordreperiode (suppleringspe-
riode):

1 L—R L-R+d 1 L'—R+4

P=—t e .

b a @ b A
hvoral under hensyn til (4):

(5a) p==""__ =77

a b A

(5b) P=T

Rigtigheden af (5) er i virkeligheden umiddelbart indlysende, idet den
gennemsnitlige ordreperiode (suppleringsperiode) dbenbart méd vaere lig
med den gennemsnitlige efterspergsel A+ U pr. ordreperiode (supple-
ringsperiode) divideret med den gennemsnitlige efterspergsel a resp. A
pr. tidsenhed. For R > 0 er den ved (5b) bestemte gennemsnitlige ordre-
periode (suppleringsperiode) en aftagende funktion af A og R, en vok-
sende funktion af Q og en funktional af f(f); hvis R > A, bliver mid-
delafvisningen U pr. leveringsperiode relativt lille, og den gennemsnit-
lige ordreperiode (suppleringsperiode) er da tilnarmelsesvis Q/.A mid-
delleveringsperioder i overensstemmelse med, at der i s fald kun i
begraznset omfang forekommer afvisning i systemet (dette gaelder iseer,
hvis Q samtidig er veasentlig sterre end R, d.v.s. hvis Q > U). For
! = 0 er den gennemsnitlige ordreperiode (suppleringsperiode) 14 Q/ A
middelleveringsperioder, uafhengigt af formen af f(2).

Det gennemsnitlige antal afgivne (hjemtagne) ordrer B pr. tidsenhed
er den reciprokke vardi af den gennemsnitlige ordreperiode (supple-
ringsperiode):

A
(6a) B=2b-
Q+U
eller med middelleveringstiden 1/b pr. ordre som tidsenhed:
A
(6b) B=_——
Q+U

Storrelsen B kan naturligvis for praktiske formal fortolkes som det
gennemsnitlige antal afgivne (hjemtagne) ordrer pr. tidsenhed i en
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lang tidsperiode, der indeholder et stort antal ordretidspunkter (sup-
pleringstidspunkter). Hvis den gennemsnitlige efterspergsel efter varen
f. eks. udger @ = 5 enheder pr. uge, og leveringstiden pr. ordre er eks-
ponentielt fordelt med en gennemsnitlig leveringstid pd 1/b = 4 uger
pr. ordre (svarende til en forventet efterspargsel pd A = 20 vareenhe-
der pr. leveringsperiode), og virksomheden valger ordrepunktet R = 30
(svarende til et »sikkerhedslager« pd 10 vareenheder), bliver middel-
afvisningen U = 4,63 vareenheder pr. leveringsperiode (resp. ordre-
periode eller suppleringsperiode), jfr. tabel 2. Med en ordrestsrrelse pa
(@ = 40 bliver den gennemsnitlige ordreperiode (suppleringsperiode)
herefter P = (40+4,63)/5 = 8,93 uger, svarende til at virksomheden i
det lange lob afgiver gennemsnitlig B = 1/8,93 = 0,112 ordrer pr. uge
til leveranderen (d. v. s. gennemsnitlig 4-0,112 = 0,448 ordrer pr. mid-
delleveringsperiode og gennemsnitlig 52.0,112 = 5,82 ordrer pr. dr).
Hvis leveringstiden pr. ordre derimod er konstant (4 uger), bliver mid-
delafvisningen under iavrigt umndrede forudsztninger kun U = 0,03
vareenheder pr. leveringsperiode, og den gennemsnitlige ordreperiode
(suppleringsperiode) bliver da i det lange leb P = 8,01 uger, svarende
til at virksomheden i det lange leb afgiver gennemsnitlig 52/8,01 =
6,49 ordre pr. &r til leveranderen.

¢) Ifalge (1) er den gennemsnitlige ordreperiode (suppleringsperiodce)
lig med summen af den gennemsnitlige lagertid og den gennemsnitlige
tomgangstid pr. ordreperiode (suppleringsperiode). Den gennemsnitlige
lagertid pr. ordreperiode (suppleringsperiode) er lig med den gennem-
snitlige salgstid for de Q vareenheder, som sxlges fra lageret i lobet af
hver ordreperiode, altsd Q/a tidsenheder, og den gennemsnitlige tom-
gangstid pr. ordreperiode (suppleringsperiode) er derfor P—Q/a tids-
enheder, hvoraf under hensyn til (5a):

Gennemsnitlig tomgangstid pr. ordreperiode (suppleringsperiode)

Q+tU_Q

@ a a
i overensstemmelse med, at der gennemsnitlig afvises U vareenheder
pr. ordreperiode (suppleringsperiode). Herefter kan man bestemme den
gennemsnitlige lagertid pr. tidsenhed og den gennemsnitlige tomgangs-
tid pr. tidsenhed ved at dividere den gennemsnitlige lagertid Q/a resp.
den gennemsnitlige tomgangstid U/a pr. ordreperiode med den gen-
nemsnitlige ordreperiode (Q+U)/a. Herved fis:
Q

(7) Gennemsnitlig lagertid pr. tidsenhed = ——

+U
og
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U
(8) Gennemsnitlig tomgangstid pr. lidsenhed = Q+—U

Den gennemsnitlige lagertid pr. tidsenhed kan for praktiske formal
fortolkes som den brekdel af tiden, i hvilken virksomheden i det lange
leb rdder over en positiv fysisk lagerbeholdning af varen, eller (da den
imod lageret rettede efterspergsel er poissonfordelt) som den brekdel
af eftersporgselen, som bliver tlilfredsstillet i det lange lgb, fordi den
finder sted pé tidspunkter, hvor virksomhedens fysiske lagerbeholdning
er positiv. Den gennemsnitlige tilfredsstillede efterspergsel § pr. tids-
enhed er naturligvis lig med den genemsnitlige efterspergsel a pr.
tidsenhed multipliceret med faktoren Q/(Q-+U), altsd:

AQ
9a S =b—-
% Q+U
eller med middelleveringstiden 1/b pr. ordre som tidsenhed:
AQ
9b §=__=_
(9b) 050

Det gennemsnitlige antal afgivne (og hjemtagne) ordrer pr. tids-
enhed er lig med den gennemsnitlige lagerafgang § pr. tidsenhed divi-
deret med ordresterrelsen Q, altsd B = Ab/(Q+U), jir. (6a). Virksom-
hedens servicegrad S/A over for kunderne (defineret som den brokdel
af cftersporgselen, som tilfredsstilles i det lange lob) er lig med den
gennemsnitlige lagertid Q/(Q+U) pr. tidsenhed, fordi efterspargselen
er poissonfordelt. For R > 0 er servicegraden en voksende funktion af
Q og R, en aftagende funktion af A og en funktional af f(£). Med
samme vardier af A, R og ) som i det numeriske eksempel i afsnit (b)
ovenfor, bliver servicegraden over for kunderne 0,896 ved eksponentielt
fordelte leveringstider pr. ordre, og 0,999 ved konstant leveringstid
(svarende til, at henholdsvis 89,6 % og 99,9 % af eftersporgselen til-
fredsstilles i det lange leb). Hvis R 3> A, bliver servicegraden over for
kunderne praktisk taget lig med 1, og enhver yderligere foregelse af R
vil i sd fald kun medfere en meget lille foragelse af servicegraden
(dette geelder isaer, hvis Q samtidig er meget sterre end R). For R =0
er servicegraden lig med Q/(Q-+.A) uvanset formen af f(t); service-
graden er altid = Q/(Q+A).

Den gennemsnitlige tomgangstid pr. tidsenhed kan pd tilsvarende
mide fortolkes som den brekdel af tiden, 1 hvilken virksomhedens
fysiske lager i det lange lob er udsolgt, eller (da efterspergselen er
poissonfordelt) som den brekdel af eftersporgselen, som i det lange lab
bliver afvist, fordi lageret er udsolgt pa de tidspunkter, hvor efter-
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sporgselen finder sted. Den gennemsnitlige afviste efterspergsel udger
i det lange leb AbU/(Q+U) vareenheder pr. tidsenhed {AU/(Q+U)
vareenheder pr. middelleveringsperiode).

d) For at bestemme virksomhedens gennemsnitlige [ysiske lagerbe-
holdning af varen bemearker vi, at det gennemsnitlige fysiske lager ud-
gor L'=R— A+ U+(Q vareenheder ved begyndelsen og L'=R-—-A-+U
varcenheder ved slutningen af suppleringsperioderne, i overensstem-
melse med, at den gennemsnitlige lagerafgang pr. suppleringsperiode
er Q vareenheder. Figur 2 viser lagerkurvens forleb i en »gennemsnit-
lig« (eller »typisk«) suppleringsperiode. Den gennemsnitlige tidsafstand
fra begyndelsen af en suppleringsperiode til det ferste efterspargsels-

Fysisk
lager
Gns. supple-
WES R s ringsperiode """ T TT TS TS ¥
F Y
i 1
! 1/a
1
i
:
1
[}
; -
[}
)
; +
. i
! '
b '
: L
- Ha---=-=-===-=-=-- -E-----Uf'a----"
& + + tid

Figur 2.

tidspunkt i suppleringsperioden er i det lange leb 1/a tidsenheder, og
middelafstanden mellem de resterende (Q—1 efterspergselstidspunkter
i den »typiske« suppleringsperiode er ligeledes 1/a tidsenheder. Den
samlede lagertid Z i den »typiske« suppleringsperiode (svarende til
arealet under lagerkurven i figur 2) er felgelig:
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3 ) 1 '
z :1+%-}-_+..._;_g.+.g.j_’; =£'_ _Q+_+L‘]
a4 a a a a 2 ;
og den genncmsnitlige fysiske lagerbeholdning L kan herefter pd sad-
vanlig mide bestemmes ved at dividere lagertiden Z med leengden
(Q-+U)/a af den »typiske« suppleringsperiode!). Herved fés:

1
_ e jen g
Q+U! 2
eller under hensyn til (3) og (4):
Q /1 0 Q i L'+L:
= =— L+_—‘ _— ——
19) Q-i—U(2+ EJ Q+U(2+ 2

Gennemsnitslageret L, der for praktiske formal kan fortolkes som
virksomhedens gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning af varen i en
lang tidsperiode, der indeholder et stort antal suppleringsperioder
(ordreperioder), er en voksende funktion af Q og R, en aftagende
funktion af A og (for (R > 0) en funktional af f(t). For R =10 er
L =Q(Q+1)/2(Q+ A) uafhengigt af formen af [({); gennemsnits-
lageret er altid = Q (Q+1)/2 (Q+ A). Faktoren Q/(Q+U) (service-
graden) pd hejre side af lighedstegnet i (10) er en »korrektionsfaktor«,
som beror pd, at der er tale om et afvisningssystem (i et rent vente-
system, hvor al efterspergsel tilfredsstilles i det lange lsb, er service-
graden 1), og addenden 1/2 i parentesen pd hejre side af ligheds-
tegnet er et »korrektionsled«, som beror pa, at vareafgangen fra lage-
ret er diskontinuert {(med 1 vareenhed ad gangen). Med samme nume-
riske forudsmininger som i eksemplet i afsnit (b) ovenfor bliver den
gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning 31,48 vareenheder ved ekspo-
nentielt fordelte leveringstider pr. ordre og 30,50 vareenheder ved kon-
stant leveringstid.

Hvis R 2 A, vil enhver yderligere foragelse af ordrepunktet alt andet
lige bevirke, at gennemsnitslageret L foroges med praktisk taget samme
beleb som R, medens en foregelse af ordresterrelsen vil medfere en
stigning i L med et beleb, der praktisk taget svarer til halvdelen af for-

1) Lagerkurven i figur 2 er altsi en trappekurve med en trinheojde pa 1 (varcenbed)
og en trinlengde pd 1/« (tidsenheder). Det understreges. at figuren refererer til en
»gennemsnitlige suppleringsperiode med et positivt slutlager L™ og en positiv tom-
gangstid pi U/a tidsenheder. I en konkret suppleringsperiode kan der naturligvis
ikke bdde forekomme ct positivt slutlager og en positiv tomgangsperiode.
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Gns. eftersporgsel
pr. tids enhed

a= Ab

Gns. efterspergsel
pr. leveringsperiode

Gns. afvist eftersporgsel
pr. leveringsperiode

U= U{AR; f(t)};: U{4.0; f{{)} = A

Gns. efterspergsel pr. ordre-
periode (suppleringsperiode)

Q+U

Gns. fysisk lagerbeholdning

for resp. efter supplering

L =R—A+U
L'=L+4+Q=R-A+U4+Q

Gns. ordreperiode

P = /A
(suppleringsperiode) (Q+U)/4b
Gns. antal afgivne _
ordrer pr. tidsenhed B = Ab/(Q+U)
Gns. lagertid pr. tidsenhed
(servicegrad) Q/Q+U)
Gns. tomgangstid U/(Q+U)

pr. tidsenhed

Gns. tilfredsstillet eftersporg-
sel (lagerafgang) pr. tidsenh.

S = AbQ/(Q+U)

Gns. fysisk lagerbeholdning

Q 1 L'+4+L
=)

Omsatningshastighed

H = 24b/(1+L"+L)

Teabel 3.
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0 A |Funktionf] R =245 R=10| R=20 | R=30 | R=40 | R=50
s/4 | 0,763 | 0,838
w!| B 0,382 | 0,419
L 8,94 | 12,04
H {085 | 0,70
20 B
S/A | 0,306 | 0,328
50| B 0,766 | 0,819
L 3,30 | 3,78
H | 464 | 4,34
S/A | 0,866 | 0,912 | 0,964 | 0,986
ol B 0,216 | 0,228 | 0,241 | 0,246
L 18,79 | 22,21 | 30,84 | 40,49
H | 046 | 041 | 0,31 | 0,24
40
S/A | 0,469 | 0,494 | 0,543 | 0,592
50l B 0,586 | 0,617 | 0,679 | 0,740
L 9,75 | 10,62 | 18,12 | 16,63
H } 241 | 238 | 2,07 | 1,78
S/A | 0906 | 0,940 | 0,976 | 0,991 | 0,996 | 0,999
0| B 0,151 | 0,157 | 0,162 | 0,165 | 0,166 | 0,166
L 98,74 | 32,28 | 40,97 | 50,59 | 60,50 | 70,48
H o3 |02 | o024 |02 | o016 | o014
60
S/4 | 0570 | 0,594 | 0,641 | 0,685 | 0,726 | 0,764
50| B 0,475 | 0,495 | 0,534 | 0,571 | 0,605 | 0,636
L 17,54 | 18,72 | 21,88 | 26,10 | 81,82 | 37,49
H 162 | 1,59 | 146 | 1,81 | 1,16 | 1,02
Tabel 4.

egelsen af ordresterrelsen. For Q = U er gennemsnitslageret L tilnar-
melsesvis lig med den gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning L' ved be-
gyndelsen af suppleringsperioderne, formindsket med halvdelen af den
gennemsnitlige lagerafgang Q pr. suppleringsperiode, eller (hvad der
er enshetydende hermed) tilnzrmelsesvis lig med det aritmetiske gen-

o
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nemsnit (L'+L7)/2 af det gennemsnitlige fysiske lager henholdsvis ved
begyndelsen og slutningen af suppleringsperioderne.

Lagerets gennemsnitlige omsetningshastighed H pr. tidsenhed, defi-
neret som forholdet mellem den gennemsnitlige lagerafgang S pr. tids-
enhed og den gennemsnitlige fysiske lagerbeholdning L, er en aftagende
funktion af Q og R, en voksende funktion af A og (for R > 0) en funk-
tional af f(t); for R = 0 er oms®tningshastigheden pr. tidsenhed lig med
2a/(Q+1) vathengigt af formen af f(¢); omsztningshastigheden er altid
< 2a/{Q+1) pr. tidsenhed.

e) Tabel 3 indeholder en summarisk oversigt over de vigtigste af de
storrelser, der er omtalt i det foreglende. De for lagerprocessens for-
leb karakteristiske gennemsnitssterrelser afhznger af middeleftersperg-
selen @ pr. tidsenhed, den gennemsnitlige leveringstid 1/b pr. ordre,
ordrestorrelsen 2 og ordrepunktet R samt (for R 2> 0) af formen af
fordelingsloven f(f) for leveringstiden pr. ordre. Hvis man speciclt
ensker at benytte den gennemsnitlige leveringstid pr. ordre som tids-
enhed, behever man blot at sette » = 1 i de i tabellen anferte udtryk.
Nir den gennemsnitlige leveringstid pr. ordre er givet, kan fordelings-
loven f(t) for leveringstiden pr. ordre kun sve indflydelse pd de i tabel-
len anferte gennemsnitssterrelser gennem middelafvisningen U.

I tabel 4 er servicegraden S/A, det gennemsnitlige antal afgivne
(hjemtagne) ordrer B pr. middelleveringsperiode, gennemsnitslageret L
og lagerets omsztningshastighed H pr. middelleveringsperiode tabule-
ret for en razkke forskellige veerdier af 4, Q og R under forudsztning
af eksponentielt fordelte leveringstider pr. ordre.l) Hvis man snsker at
beregne det gennemsnitlige antal afgivne (hjemtagne) ordrer resp. lage-
rets omsztningshastighed pr. dr, skal de i tabellen anferte veerdier af
B og H multipliceres med antallet af middelleveringsperioder pr. &r.
For A =50, Q = 60 og R = 40 er B = 0,605 og H = 1,16 ifelge tabel-
len; hvis den gennemsnitlige leveringstid pr. ordre f. eks. er 2 méneder
(svarende til 6 middelleveringsperioder pr. dr), vil virksomheden her-
efter 1 det lange lob afgive gennemsnitlig 6-0,605 = 3,63 ordrer pr. ir
til leveranderen, og lageret vil i det lange leb blive omsat gennemsnit-
lig 6-1,16 = 6,96 gange pr. &r.

1) Denne speciclle lagermodel er behandlet mere indglende i E. Lykke Jensens af-
handling: Lager, produktion og prisfaststtelse fra et stokastisk synspunkt (Koben-
havn 1963), side 29 ff. Lykke Jensen betegner ordresterrelsen med A, ordrepunktet
med 5 og den gennemsnitlige efltersporgsel pr. leveringsperiode med 1/0.
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{11, Lagerpolitik.

En rakke af de sterrelser, der er omtalt i foregdende afsnit, vil
kunne anvendes som udgangspunkt for fastleggelsen af virksomhedens
lagerpolitik, d. v. s. for virksomhedens valg af ordrepunktet R og ordre-
starrelsen Q (idet vi et ejeblik betragter middelefterspergselen a og
fordelingsloven f(¢) som givne). I den traditionelle lagerteori antages
det hyppigt, at virksomheden vil tilstrzebe at minimere de gennemsnitlige
anskaffelses- og lageromkostninger pr. tidsenhed (incl. eventuelle »bede-
omkostninger« for afvist efterspargsel). Omkostningsminimeringen kan
eventuelt gennemfores uder hensyntagen til visse pa forhind fastsatte
bibetingelser, {. eks. 1 form af et krav om, at servicegraden over for
kunderne ikke ma komme ned under et vist niveau, eller at lageret i
det lange leb hejst md blive udsolgt et vist antal gange pr. ar.

Imidlertid kan ogsd andre hensyn spille ind. Det kan f. eks. tankes,
at virksomheden primart er interesseret 1 at indrette sin lagerpolitik
pd en sddan mdade, at lagerprocessens forleb (karakteriseret ved de i
tabel 3 anferte gennemsnitssterrelser) i sterst mulig udstraekning bliver
uvafhengig af udefra kommende pdvirkninger. Lad os eksempelvis
antage, at virksomheden betragter middelefterspargselen a pr. tids-
enhed og den gennemsnitlige leveringstid 1/ pr. ordre som givne og
konstante i tiden, men at den isvrigt ikke kender formen af forde-
lingsloven f(t) for leveringstiden pr. ordre og folgelig heller ikke mid-
delafvisningen U pr. leveringsperiode (medmindre R = 0); virksom-
heden regner miske ogsi med den (nwrliggende) mulighed, at formen
af f(t) vil kunne zndres i tidens leb. Hvis virksomheden nu snsker at
indrette sin lagerpolitik sdledes, at lagerprocessens forlab i sterst mulig
udstrackning bliver uefhengig af formen af f(¢), d.v.s. vafhengig af,
om de til leveranderen afgivne ordrer indgdr mere eller mindre »regel-
maesigt« til virksomhedens lager, kan den ifelge bemzrkningerne i de
to foregdende afsnit opna dette formdl ved enten at arbejde med et
meget lille eller et meget stort ordrepunkt K; (for smé vardier af R er
middelafvisningen U og dermed lagerprocessens forleb praktisk taget
uafhaengig af formen f(f), og for meget store veaerdier af R er U prak-
tisk taget 0, uafheengigt af f(£)). Af oversigten i tabel 3 ses tillige, at
middelafvisningens indflydelse pd lagerprocessens forleb vil veere rela-
tivt lille ved store vardier af Q (fordi Q+U=Q for Q> A = U).
Lagerprocesens felsomhed over for formen af f(¢) vil derfor vare for-
holdsvis lille, hvis virksomheden arbejder med en sior ordresterrelse Q
i forbindelse med et meget lille eller et meget stort ordrepunkt R, og
processens felsomhed over for f(f) vil omvendt vare stor, hvis virk-

o
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hvis virksomheden valger en »middelsior« veerdi af R (f. eks. R= A)
1 forbindelse med en forholdsvis lille ordrestarrelse (idet Q dog skal
vaere > R), jfr. de numeriske eksempler i tabel 5, hvor B og H er

A =50 R =10, Q =80 R =50, Q =60 R = 150, Q = 200
Leveringstid Kon- Ekspo- Kon- Ekspo- Kon- Ekspo-
pr. ordre stant nentiel stant nentiel stant nentiel
S/A 0,667 0,661 0,955 0,764 1,000 0,987
B 0,417 0,413 0,796 0,636 0,250 0,247

L 27,68 28,10 31,82 37,49 200,50 200,42

H 1,20 1,18 1,50 1,02 0,25 0,24
Tabel 5.

beregnet med middelleveringstiden 1/b pr. ordre som tidsenhed. Det
endelige valg af Q og R kan eventuelt treeffes under hensyntagen til
omkostningsmaessige overvejelser af den traditionelle type.

Pris pr. hefte kr. 10,00, pr. &rgang
(4 hefter) kr. 24,00

ERHVERVS@KONOMISK TIDSSKRIFT

Erhvervsgkonomiske cases:

Civilpkonom Fl, Klacker-Larsen, & (071) 3514 22
kl. 12-13, privat (01) 70 56 37.

Hovedredakidr:
Frofessar, dr. polil. Bjarke Fog, Handelshg]-
skolen, Kgbenhavn V., ¢ (01) 35 13 40, privat
Spbarg 1440,

Okonomisk dokumentation:

Overbiblioteksr, loktor, cand. polit, Per Boesan,

Aarhus-redaktion (nr. 3):
Handolshgjskalons Bibliotak, &2 (01) 3513 34

Professar Svend Fredens, Asrhus Universitet,
Aarhus, G (061} 3 43 11, privat [061) 7 7914,

lektar, civilgkenam G, Graversen, Handelshgj- Redaktionssekretzr:
skolen, Asrhus, & (081) 25088, privat Amenuonsie, cand, ocecon, Erik Johnien, Han-
{0s1) 317 3. dalshgiskolen, Kpbenhavn V., €2 {01) 3513 40,

privat (D1} 81 21 49,

Kgbenhavns-radaktien {nr. 1, 2 og 4):

Loktor, kontorchaf P. P. Sveistrup, Kgbenhavns
Univarsitet, Kpbanhavn K, &' privat ([01)
B7 0% 14, Direkigr, lic. merc, O, Loff, Spnder-

Annoncer, ekspedition og administra-
tion:
Foreningen of Danike Civilgkonomer, ken-

berg Handelshpjskole, Sgnderborg, € (044)
2 30 87.

torchef, civilgkonom Poul Rasmussen, Yed Siran-
den 14, Kgbenhavn K., & Minerva F045.

Trykt hes Hansen & Andreasen, Gadihibavej 22, Kgbenhavn F, ¢ (001} 344213,




