Om den logiske kurve og dens anvendelse i praksis.

Af H. C. Pressing®)

Det forste afsnit indledes med en matematisk beskrivelse af den
logistiske kurve og dens medelegenskaber.

Derefter angives metoder til bestemmelse af konstanterne 1 kur-
vens ligning, og der gores rede for usikkerheden ved bestemmelsen
af den konstant, der angiver den logistiske kurves asymptote
Afsnittet slutter med en omtale af forskellige anvendelscsomrdider
for den Iuglstlskc kurve.

Diet andet afsnit indledes med trek af den logistiske kurves
historie. Derefter beskrives dens anvendelse pa hufulkningsstuti-
stikken og herunder piivises forbindelsen mellem Malthns” belolk-
ningslnv og den hl:l'c-]knings[nv, som den logistiske kurve beskriver.
Afsnittet slutter med chsempler pi de to belolkningsmedellers
fremstilling af folketal fra de forste folketzllingers tid op op til
nutiden,

[ det tredie afsnit konkluderes, at de to modellers Fremstilling
af et lolketals wvirkst supplerer hinanden pd en hensigtsmzssig
mide.

I tilslutning hertil beskrives to senere fremkomne modeller,
hvis wdledelse er baseret Pl udvidede furudsatning{:r om de fak-
torer, der er bestemmende for et folketals vaekst, Herunder om-
tales indforelsen af stokastiske elementer 1 en befolknings-model
og den indvirkning disse udover pd denne.

I. Den logistiske kurves egenskaber.

a) Differentialligning, ligning, vendepunkt, asymptote og tangent-
ezenshal,

a) Den matematiske funktion, hvis sammenheng mellem to variable
den logistiske kurve beskriver, er udledt i 1838 af den hollandske

*) Civilingenior, fhv. overingenior i J. T. A. 8., dr. cecon, h. c., Arhus,
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statistiker P. F. Verhuldst med det formdl at beskrive vaksten af en
befolkning, som i mods®tning til den 40 ar tidligere af Malthus frem-
satte befolkningslov — der var baseret pi en teori, som ikke fastsaetter
nogen grense for en befolknings vaekst — er underkastet en befolknings-
lov, som foruds=ztter, at en befolknings vakst ikke kan overskride en vis
grense [1].

Denne lov, som finder sit betegnende udtryk i de kendte gamle ord:
at der er sorget for, at treeerne ikke vokser ind i himlen, finder sit
hertil svarende matematiske udtryk i den ligning, der danner grund-
laget for den logistiske kurve, idet dennes differentialligning:

dy b

TR (e—2) (1)
fortzller, at tilvecksten i befolkning pr. tidsenhed — foruden af forholdet
mellem kurvens to konstanter I og @ - afhanger af sivel den opndede
vackst ¥ som af dennes restmuligheder e—y, idet a angiver den grznse,
befolkningen ikke kan nd op over. I overensstemmelse hermed bliver
ifelge (1) den arlige tilvaekst i befolkning pr. tidsenhed = 0, niir denne
graense er ndet.

Af (1) fremgir endvidere, at de to navnte konstanter indvirker pd
forskelliz méde pd tilvaksten i befolkning pr. tidsenhed, idet & udever
en konstant indflydelse pA denne, medens ¢ virker hemmende pd til-
vaksten pr. tidsenhed.

Ved integration af (1), hvorved der tilferes vakstprocessens beskri-
velse en arbitreer konstant, fremkommer ligningen for den logistiske
kurve, eksponentialfunktionen

a
e on o 2
g 14-Ce—¥ l: )
eller som den ogsd kan skrives:
&

y= (8)

hvor ¢ er grundtallet for de naturlige logaritmer.

Giver man ¢ ydervaerdierne +° og —o° ses, at vaksten kun kan
foregd 1 det omride, der begraenses af de to vandrette linier: y = 0 og
¥ = a, som derfor danner en henholdsvis lavere og hejere asymptote
for vaeksten.

P4 fig. 1 er vist, hvorledes sivel tilvaeksten i befolkning pr. tidsenhed
som hele befolkningens vaekst afhanger af tiden, samt hvorledes den
logistiske kurves vendepunkt og maksimumspunktet for vakstens hastig-
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hed ligger pd den samme lodrette linie, om hvilken den logistiske kurve
viser omvendt symmetri. Det ses, at differentialkurven (10 gange for-
starret) ogsd har abscisscaksen som asymptote.

Den logistiske kurves differentialligning giver endvidere udtryk for
en egenskab, som bl. a. har betydning for en orientering om, hvorvidt
et skonnet vendepunkt i en grafisk beskrivelse af et iagttagelsesmate-
riale harer hjemme pd den logistiske kurve.

Denne egenskab giver sig udslag i, at det generelle udtryk for sub-
tangenten i et punkt af en kurve, d.v.s. det geometriske udtryk for
den reciprokke veerdi af den relative vaekst pr. tidsenhed:

it B

for den logistiske kurve — ifelge (1) - er udtrykt ved:

a
§=— (3a)
b(a—y)
der for vendepunktet, hvor y = —:, simplificeres til:
2
fp = F r {4:|

som vist pd fig. 1.
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Det fremgir endvidere af figuren, hvorledes man ved at oprejse ordi-
naten i endepunktet for vendepunktets subtangent og méle det everste af
de to stykker, som den logistiske kurve deler denne ordinat i, pd en
nem méde kan blive orienteret om iagttagelserne egner sig til at blive
beskrevet af den logistiske kurve, idet lengden af det everste stykke -
udtrykt ved asymptoten a — er:

Pa—Psg = ac« (0,88 a

142

Med det formél at opbygge en model, der statter sig til den logistiske
kurves princip, men i hvilken vackstens hastighed ikke - som i (1) - kun
afhmnger af @ og b, men tillige afhnger af en funktion af tiden, frem-
kommer — nfr denne funktion udvikles i en Taylors rackke — neden-
stiende generelle udtryk for den logistiske kurves ligning:

[
"? o o Ll T'I.F {5}
1 .f_ei:'u Ll bgtdd bpfd4, b

som for forskellige veerdier af I, b, ... Dbz 0.5 v. kan beskrive kurver
med sdvel en lavere som en hejere asymptote, men ogsd uden den sidst-
nzvnte, og indeholdende fluktuationer i forskelligt antal, sdledes som
beskrevet i [2] og [3] af Raymond Pearl (omtales nzermere pag. 12 og
13). I (5) svarer &w til log C 1 (3).

I tilslutning til foranstiende skal geres opmazrksom pi, at en be-
folkning, hvis udvikling i et lengere dremil har veeret praget af si-
danne fluktuationer, kan beskrives ved modeller, som er formet af den
almindelige logistiske kurve (2).

Et eksempel herpd har man i den tendens, en befolkningsudvikling
kan fremvise hen imod et maksimum, for — ndr dette er niet — at vise
en tilbagegang, siledes som dette er typisk for folketallet i en storbys
kerne.

Forudsaties tidspunktet for dette maksimums fremkomst kendt og
at man pad grundlag af kendskab til den pigzldende bykernes befolk-
ningsmuligheder kan skenne dets folketals laveste graense, vil en sadan
tilbagegang i folketal kunne beskrives ved en logistisk kurve, hvis lig-
ning er:

@

11 Crehti—ip)’ (s2)

y=d+
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siledes som vist pd fig. 2 for periode II, medens vaksten i fremgang
— i periode I pa figuren — beskrives pd smdvanlig mdde ved (2).

_ a
& 14 Ce—bt
Et folketal i tilbagegang vil ogsd kunne beskrives ved en matema-

y

a |
1+C
0 tm

Fig. 2.

tisk model, der i sit forleb fremviser et maksimum og som tilsluttes
den eksisterende logistiske kurve eksempelvis i punktet P pi fig. 2,
og som cfter at have passeret det nzvnte maksimum - i lighed med
den logistiske kurve (5a) — med aftagende hastighed narmer sig sin
asymptote.

Den foran beskrevne befolkningsudvikling har varet baseret pd en
betragtning af henholdsvis dennes tilvaekst pr. tidsenhed: en kinetisk be-
tragtning som i (1) og en statisk betragtning som i (2), idet denne lig-
ning udtrykker forskellige stadier eller trin i en befolknings historie.

Bnskes en befolkningsudvikling beskrevet udfra en dynamisk be-
tragtning md man kende bevaegelsens acceleration, d. v. 5. af (1) udlede
differentialligningen af 2" orden:

¢ y = b—.r:-' (2—3) (a—2y),
dt® a?
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som bekrafter, at accelerationen = 0 for henholdsvis y = 0 (t = —)

a
og ¥y =a [t = +), medens den har sit maksimum for y = ry sa-

ledes som dette ogsd fremgir af fig. 1.

b) Metoder til bestemmelse af konstanternel).

1. Séfremt det af en grafisk fremstilling af iagttagelserne fremgér,
at disse indeholder et tydeligt vendepunkt, kan konstanterne & og G let
bestemmes ved hjalp af dettes subtangent, idet ifelge (4):

2
b=— (6)

Iy
og man af (2) — som det fremgdr af fig. 1 — finder:
log C = btv. (7}

De to konstanter kan ogsd bestemmes ved hjzlp af vendepunktet og
et vilkirligt andet punkt pd den logistiske kurve — f. eks. Py pd fig. 1 -
idet man af (2} og (7) finder forst:

1 a— i (8)

og dernaest:
log C = bt:—]ugﬂ_'w. (9)
s

2. En anden metode er baseret p& den af O. Strange Petersen i [4]
paviste egenskab ved den logistiske kurve, at denne — afbildet i et koor-
dinatsystem, der har vendepunktet til begyndelsespunkt — beskriver en
simpel transformation af funktionen: den hyperbolske tangens, for hvis
forleb der foreligger udferlige tabeller.

Ved kurvens fremstilling i det nzvnte koordinatsystem og med sub-
tangenten som enhed pd abscisseaksen og den halve asymptoteverdi
som enhed pd ordinataksen, kan man da hurtigt konstatere, om nogle
passende valgte iagttagelser pd begge sider af vendepunktet stemmer
med tabellens tilsvarende veerdier.

1) De i dette afsnit viste metoder 1-4 er omtalt tidligere i [8] og [9] i forbindelse
med en beskrivelse af den logistiske kurves egenskaber.
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Séfremt iagttagelserne ikke indeholder vendepunktet, kan felgende
to metoder anvendes til at bestemme asymptotens beliggenhed.

3. Den forste af disse er — i lighed med de to foran beskrevne — ba-
seret pdl et logistisk kurvepunkts subtangentegenskab, idet den forudsat-
ter, at man i 2 kurvepunkter med ordinaterne y: og y: kender lzngderne
s1 og se af disse punkters subtangenter.

Man finder i s& fald ferst af (3a):

= o 2T (10)
Ja—5]
derefter:
a
b= —— 11
52 (@—ys) ()

og til sidst C af (9).
Denne metodes nemhed gor den velegnet til en forelobig bestem-
melse af asymptoten.

4. Den anden metode forudsztter kendskab til 3 mkvidistante punk-
ter pi den udjzvnede kurve.

Betragtes det forste af disse punkter som koordinatsystemets begyn-
delsespunkt, d.v.s. at de tre punkters koordinater er: (0,y1), (t1,2) og
(281,y3), findes forst af (2):

2 —ye*
o Dyy—y {J:1+J-'a}_ (12)
Myas— e
derefter:
1 2la—
i y(e—yz)
og tilsidst:
@—y1
= 14
. (1)

Sifremt det forste punkt ikke betragtes som koordinatsystemets be-
gyndelsespunkt, men punktfordelingens akvidistante forhold er udtrykt
ved f2 = ti+# og fs = t1+2¢, ®ndres (13) og (14) til:

1 yz (a—y1)
b= —log———— 15
to g_‘m (@—y2) (15)
og
log € = bt1+log a4 (16)

M
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I forbindelse med en pd denne mide foretagen tilpasning af den
logistiske kurve til et erfaringsmateriale kan gennemfores en vderligere
tilpasning ved de mindste kvadraters metode. Til dette formal indferes
korrektioner pi de 3 konstanter, og kurvens matematiske funktion gives
et tilnzermende udtryk, som tillader en bestemmelse af dens konstanter
ved den n@mvnte metode pd smdvanlig vis. Skenner man, at de sdledes
fundne konstanter kan tiltreenge en yderligere korrektion, kan denne
gennemfores ved at indfere nye korrektioner pd disse konstanter og
gentage beregningerne,

En sidan konstantbestemmelse er beskrevet i [2] i forbindelse med
en bestemmelse af folketallet 1 U. 8. A.2).

[sikkerheden ved konstantbestemmelsen.

De foran beskrevne metoder til bestemmelse af asymptotens belig-
genhed er behzftet med en vis usikkerhed.

For de to forste metoders vedkommende stir denne i forbindelse med
fikseringen af vendepunktet og indtegningen af tangenten i dette.

Ved den tredie metode stir usikkerheden tillige i forbindelse med
det rette valg af de to punkter, der benyttes til asymptotens bestem-
melse og indtegningen af tangenterne i disse punkter. Ved den sidste
metode stir usikkerheden ogsd i forbindelse med det rette valg af de
3 punkter pd kurven, der skal bestemme asymptotens beliggenhed, og
hertil kommer den usikkerhed, der skyldes strukturen af nevneren i (12),
idet denne for vierdien af ye, som nermer sig Vyuys, vil bevirke, at sma
eendringer 1 yz-vaerdien kan fordrsage store mndringer i asymptotens
beliggenhed.

Sammenhengen mellem de veerdier af i, y2 og s, som indvirker
ph asymptotebestemmelsens falsomhed overfor smd mndringer i ye-vear-
dien, kan belyses ved 1 (12) at dividere navneren ind i telleren, hvor-
ved der fremkommer:

-2
@ = ypyer 2 (y1-+ys—2y) (17

e
Som det fremgir af dette udtryk for asymptoten, er dennes afhengighed
af de tre y-vardier karakteriseret ved henholdsvis de to yderordinaters
sum og produkt samt midterordinaten ye.

#] En lignende konstantbestemmelse er vist i [8] i forbindelse med en bestemmelse
afl folketallet 1 Arhus og emegns centralomride.
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Denne afhengighed af y: og vderordinaternes sum og produkt, der
for visse sammenheenge mellem disses veerdier fordrsager, at asymptotens
bestemmelse prazges af en stigende folsomhed overfor smd @mndringer
i ye-vaerdien, er illustreret ved det pd fig. 3 viste diagram, i hvilket

Ay ""'p.—l

1___.__'__________-'
(4
I F@ |F"D
II""I" = ¥y

Fig. 3.

Diagram over folsomheden ved bestemmelsen af den lgistisk: kurves asymptote ifulg::

¥ (v +ya—2y0)
J-"s2 =¥z

a = y+¥y3+

halvcirklens skaeringspunkt P med ordinaten ye afbilder det mellempro-
portionale forhold mellem denne ordinat og yi og ¥s, som fremkalder
de kritiske veerdier af ye 1 hvis nerhed asymptotebestemmelserne er
praget af den nevote felsomhed.

Det fremgér af diagrammet, at punktsattet: y1, y2 og ya 1 Po er karak-
teriseret ved et felsomhedsomriide, hvis sterrelse er bestemt af det seg-
mentformede (skraverede) areal PPM, der formindskes, des mere y:
forhejes, for helt at forsvinde, ndr y: antager sin hejeste vardi: cirklens

radius MM — J”t‘”“.

Ved mellem de vandrette linier, der udgir fra de to kritiske punkter
F og M pi cirklen at indtegne de asymptoteveerdier, som findes af (17)
ved smd mndringer 1 ye-vardien, illustrerer den derved fremkomne
kurve, hvorledes asymptoten ved disse mndringer viser en stigende ten-
dens til at blive forhsjet fra sin udgangsveerdi:

@ = yi1+y3 for y2 = AL

ﬁ.l = ™ fDI‘ J’E = FJ’IJ’S-
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Baggrunden for, at denne asymptotebestemmelse ved hjzlp af (17)
har kunnet ledsages af den i1 diagrammet viste felsomhedsorientering,
er forudsatningen om, at de 3 til bestemmelsen benyttede punkter har
en xkvidistant beliggenhed pd kurven, Ligningen:

y2 = J 1;-}'3, som ifelge (17) bevirker, at a = yi+ s,

udtrykker nemlig den linemre sammenhzng mellem de tre y-vardier,
som i (17) karakteriserer den logistiske kurves overgang fra progressiv
til degressiv vakst og derved giver til kende, at y2 er den logistiske
kurves vendepunkt.

5. Den metode til bestemmelse af konstanterne, som beskrives 1 det
folgende, stotter sig pd lignende mide som ved de 3 forstnaevnte metoder
til et sken over asymptotens beliggenhed, men afviger fra disse ved, at
baggrunden for dette sken er en anden.

Thi medens dette sken ved de fornavnte metoder stottede sig til den
sammenhxzng mellem de variable, som en grafisk beskrivelse af denne
fremviste, forudsatter denne metode, at asymptotens beliggenhed sken-
nes udfra et indgdende kendskab til planlagte foranstaltninger i det
pigzldende befolkningsomrdde, som vil eve en afgerende indflydelse
pi storrelsen af det befolkningstal, omridet kan rumme, nir disse for-
anstaltninger er gennemfort. Er befolkningstallets hidtidige vackst be-
skrevet ved en logistisk kurve, melder der sig derfor enten det spergs-
mal, om dennes asymptote giver tilstreekkeligt rum for en videre ud-
vikling, eller - hvis dette skennes ikke at vaere tilfaldet — at bestemme
en logistisk kurve, hvis asymptote legger et loft af passende hejde
over befolkningstallet. Til at beskrive en sidan udvikling er den logi-
stiske kurve velegnet, idet den i ethvert punkt af sit forleb fremviser en
ordinat, som forlenget op til asymptoten, deler denne i to stykker, som
ved en statisk betragtning — d. v.s. nir ¢ smttes lig 0 1 den logistiske
kurves ligning — forholder sig til hinanden som vakstens fremtidsmu-
ligheder til den opniede vakst, idet ifslge (1):

e A (18)
y
Betragtes dette forhold som en speciel enhed for veakst, der udfra
dette punkt er underkastet den logistiske kurves lov, antager den
logistiske kurves almindelige ligning formen:

log U = bi—log C, (19}

a:_
safremt forholdet Y erstattes af dets reciprokke vardi: Y v
¥y a—=y
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Beskrivelsen af vaksten simplificeres, nir log C erstattes af tids-

punktet for vendepunktets forekomst, idet (19) da wndres til:
log U =b(t—t) (20)

Det er en karakteristisk egenskab ved den logistiske kurves struktur,
at medens dens differentialligning udtrykker, at den hastighed, hvor-
med et befolkningstal @ndres pr. tidsenhed, afhznger af produktet af
den opndede vakst og dennes fremtidsmuligheder, udtrykker den logi-
stiske kurves ligning, at befolkningstallet pd et givet tidspunkt er be-
stemt af forholdet mellem disse to sterrelser.

I semilogaritmisk afbildning beskriver (19) eller (20) — som fig. 4
viser — en ret linie, der afskarer stykkerne log € og tv af henholdsvis
ordinataksen og abscisseaksen.

y¥% isg U
i | i i |
ns! ap—d =
| 1 | | |
| | | {
Ll

¥ % 553 3 B
-
-r —_——

._,_...._....

FOLRETAL ! % AF ASYHMPTOTEN

™
1

oy b 1
| | '
5 gt Lo - ;

N S

SEMILOGARITHISK FREMSTILLING AF DEH LOGISTISKE KURVE

gU=B-LgG | ¥

Wi g Ueb(t=0,) | -1
Fig. 4.

Til orientering om forbindelsen mellem de to variable U og y er til
venstre for log U/-aksen anbragt en milestok, der angiver de til log U-
vierdierne svarende y-vardier udtrykt i procent af asymptoten.

Konstanterne log € og & kan let bestemmes af (19), og metoden har
det fortrin fremfor de tidligere beskrevne metoder, at alle iagttagelses-
resultaterne kan medvirke til denne bestemmelse.

K
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¢) Anvendelsesomrider for den logistiske hurve.

Den logistiske kurve er anvendt pd mangfoldige omrider, som har
tilknytning til livets udfoldelse under forskellige vilkir.

Som et eksempel herpd skal n®vnes de af den amerikanske biolog
Raymond Pearl 1 1928 beskrevne forseg, der viser, hvorledes levende
organismer, der er bundet til at leve i et afgraeenset rum, formerer sig
efter den logistiske kurves lov [3]%).

Lignende undersegelser i forbindelse med en videregiende matema-
tisk fremstilling af det samspil mellem komponenter eller faktorer af
forskellig art, som er bestemmende for sivel hiologisk vakst som vackst,
der har relation il et samfunds udvikling, er beskrevet af den ameri-
kanske biolog og samfundsforsker Alfred J. Lotha i [5]. Heri pévises
bl. a., at der ved opstilling af et generelt udtryk for det samspil mellem
komponenter af forskellig art, som er bestemmende for en biologisk
proces, fremkommer et udtryk, der som specialtilficlde beskriver den
logistiske kurves lov.

Senere undersegelser af biologisk veekst, ligeledes omfattende et storre
erfaringsomride, er beskrevet af den russiske biolog og matematiker
K. A. Kostitzin 1 [6].

I dette skrift betegner opstillingen af en udvidet form af den logi-
stiske funktion, med det formdl ud fra en kinetisk betragtning at be-
skrive det samspil mellem komponenter af forskellig art, som kende-
tegner en biologisk proces, der er underkastet vekslende vilkir af vaekst-
fremmende og veeksthemmende karakter, et vigtigt skridt i retning af
at komplettere den matematiske beskrivelse af dette samspil, som den
italienske fysiker og matematiker Vito Volterra havde gjort de forste
skridt til 1 [7].

En anden betydningsfuld anvendelse af den logistiske funktions prin-
cip betegner opstillingen af en dynamisk teori om samspillet mellem de
forskellige kraefter, der indvirker pd en biologisk proces, og udformnin-
gen af en bevegelsesligning for denne.

Den almindelige logistiske kurve er sammen med to andre matema-
tiske funktioner, af hvilke den ene var den i (5) beskrevne generelle
form af den logistiske kurve, anvendt til at fremstille radiolyttertallets
vaekst 1 Danmark fra radioens fremkomst i begyndelsen af 1920'rne til
1950 [8]. Det fremgik heraf, at den almindelige logistiske kurve var
bedst egnet til dette formdl. I samme artikel er — som nmvnt pag. 8 -
ogsd beskrevet den logistiske kurves anvendelse til at fremstille folke-

3:I Se kupil:l II.
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tallets vaekst i Arhus og omegns centralomrdde. En lignende anvendelse
af kurven til fremstilling af folketallet i andre jyske byer og bebyg-
relser af forskellig storrelse er beskrevet i [9].

Det fremgir af de pd denne mide beregnede fremtidige folketal, at
disse i [lere tilfzelde stemmer helt godt med den udvikling, som har
fundet sted. For folketallet 1 Arhus og omegns centralomrade viser denne
udvikling — som det vil fremgd af det felgende afsnit — en saerlig god
overensstemmelse med den beregnede.

Af szrlige forhold, som man for de mindre byers vedkommende blev
opmerksom pd ved disse forseg, skal nmvnes, at mndringer i lokale
forhold kan komme til at eve en storre indflydelse pd disse byers
folketal end lignende forhold i sterre byer. Dette gzlder f. eks. for til-
og fraflytning af virksomheder eller institutioner, som beskaftiger ct
stort personel, eller forbedrede trafikmuligheder til de pigzldende byer.

Den logistiske kurve er endvidere anvendt som efterspergselskurve i
en analyse, der havde til formal at klarleegge eftersporgslen af telefoner
i Arhus og omegns centralomride [10]. I denne analyse blev telefon-
efterspergslen karakteriseret ved henholdsvis efterspergernes bopzl i
distrikter med forskellig befolkningstacthed og erhverv i forbindelse med
irlig indkomst.

Den logistiske kurve er i vid udstrakning benyttet til at beregne
forskellige landes og byers fremtidige udvikling pd grundlag af disses
befolkningsstatistik. Beregninger af den art omfattende et stort antal
lande af forskellig starrelse er siledes foretaget af Raymond Pearl og
er beskrevet i [2].

Forinden den logistiske kurves anvendelse pi et aktuelt by-befolk-
ningsproblem belyses, skal fremdrages nogle fi trazk af dens historie
for at vise, at denne kurve indebzrer muligheder for ogsi i nutiden
at kunne vare et nyttigt hjelpemiddel til i befolkningsstatistiken at
beskrive de store trak i en befolknings udvikling.

a) Traek af den logistiske kurves historie i nutidsbelysning.

I tiden med de mange problemer, som er knyttet til befolkningernes
stigende vaekst hele verden over, vil et tilbageblik af forannmvnte art
méske kunne bidrage til at skabe en udvidet baggrund for et skon om
en befolknings fremtidige vackstmuligheder.

Et siidant sken mé naturligvis i forste rakke stotte sig til statistiske
undersagelser af de pigzldende befolkningers aldersfordeling, fedsels-
hyppighed og dodelighed samt ind- og udvandringsforhold. Parallelt

FE
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med disse undersogelser er det af betydning at foretage konjunkturana-
lyser, der stir i forbindelse med de virkninger, som dels fremkomsten
af nye faktorer, dels endringer i bestiende faktorer vil udeve i det
samspil af faktorer, der er bestemmende for et folketals vakst.

Af faktorer af den art er der 1 vor tid med dens mange vigtige
indenrigske og udenrigske problemer anledning til at fremhave ind-
og udvandringsforholdene samt sddanne mndringer i et lands erhvervs-
muligheder, som kan skabe nye vilkdr for produktion og dennes af-
setning og derved vil kunne sve indflydelse pd en befolknings forde-
ling indenfor en given sektor. I den forbindelse bor ogsd peges pa de
mange vigtige byplanlagningsproblemer, som er fremme i tiden.

Men uvafhmngig af analyser af ovennmvnte art ber en prognose -
opstillet ved hjzlp af en model, om hvilken man har erfaret, at den
har kunnet danne baggrund for et skon om en udvikling, som i mange
tilfzlde har peget i den rigtige retning — have sin plads 1 det fremtids-
billede af en befolknings udvikling, som man har dannet sig ved hjzlp
af de foran omtalte analyser, siledes som der er gjort opmarksom pé
dette forhold af Adolph Jensen i [11] i en omtale af prognoseproble-
met i forbindelse med den logistiske kurve, idet denne slutter med at
fremhave, at jo bedre det lykkes i statistikken at udvikle prognosens
teknik til den sterst mulige fuldkommenhed desto sterre udbytte vil
man have af: at lytte til tallenes tale.

Som et grundtrek i den logistiske kurves historie indgir dens for-
bindelse med den model, som har varet drsag til dens fremkomst, nem-
lig den i indledningen nzvnte — af den engelske praest og nationaleko-
nom Thomas Robert Malthus i 1798 fremsatte — befolkningslov [12].

Maltlus” befollningslov og den logistishe kurves befolkningslov.

Denne befolkningslov fandt sit forste udtryk i den overbefolknings-
teori, som Malthus fremsatte i 1798 [12], og som gik ud pi, at der i
naturen finder et misforhold sted mellem menneskenes tendens til at
formere sig i starkere grad, end de formér at fremskaffe de narings-
midler, som naturen stiller til ridighed for dem.

Dette misforhold formulerede Malthus i de to velkendte progressio-
ner, som udtrykker, at medens befolkningstallet stricher mod en stadig
fordobling efter en geometrisk progression, foreges mangden af nax-
ringsmidler i samme tidsintervaller efter en aritmetisk progression.

Trazk af den bevaegelse, som denne teori vakte hos mange sociologer
og statistikere, er fremdraget 1 [15].
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I sin generelle form er den af Malthus angivne sammenhang mellem
folketal og meEngden af neringsmidler udtrykt i eksponentialfunktionen:
¥ = yoe, (21)
hvor yo er befolkningstallet ved en periodes begyndelse, medens « an-
giver den relative befolkningstilvaekst pr. tidsenhed i den periode, i
hvilken befolkningstallets vaekst tzenkes beskrevet. Mzngden af de n=-
ringsmidler, der i samme periode stilles til befolkningens rddighed, fin-
der sit udtryk i ¢. I overbefolkningsteorien var forudsat, at y blev for-
doblet i labet af 25 Ar.

Den nzvnte sammenhzng mellem befolkningstilvaekst og mangden
af neringsmidler udtrykkes mere direkte 1 den differentialligning, der
danner grundlaget for (21):

dy

— =, (22)
idet denne, nir { angiver tiden, beskriver en vaekst, der er karakterise-
ret ved, at dens tilvaekst pr. tidsenhed oges proportionalt med konstan-
ten @ og den opnidede vakst.

Det er betegnende for matematikkens nare forbindelse med befolk-
ningsstatistikken, at den ferste fremstilling af en befolknings vakst ved
en geometrisk razkke blev foretaget si tidligt som i 1760 af den tids
mest kendte matematiker Euler.

Det kan vises, at Malthus' model er en speciel form af den logistiske
kurve,

Denne egenskab belyses bedst ved hjalp af den logistiske kurves
differentialligning (1):

d b
= =~y (@) (29)
L Frs

eller
dy ¥
— b ] o . 4
= ¥ ( ﬂ} (24)

som, nir asymptoten ligger uendelig hajt oppe, d. v. 5. @ = = og folgelig

-f::-l~ = (), &ndres til:

der er identisk med (22).

Af dette slzgtskab med den logistiske kurve fremgir, at denne i sit
forste forlab, hvor y er lille i forhold til asymptoten, fremviser en vackst,
som narmer sig til Malthus' model.
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I semilogaritmisk afbildning fremstiller Malthus' model en ret linie.
Denne fremstilling er derfor i lighed med den logistiske kurves funktion
velegnet til en bestemmelse af dens to konstanter ved hj=zlp af en
beskrivelse af vaksten, i hvilken alle iagttagelser indgar.

Da den 1 (22) angivne proportionale sammenhazng mellem tilvakst
pr. tidsenhed og opnfiet vaekst for sivel positive som negative vardier
af ¢ udtrykker en sammenhang mellem to variable, der forekommer
indenfor mange erfaringsomrider udover de foran nzvnte, som har
relation fil sdvel biologiske processer som naturkrefternes praktiske
udnyttelse, har den eksponentialfunktion, der fremstiller Malthus' model,
fundet en udstrakt anvendelse. Som et eksempel pa en teknisk virkning,
der udtrykkes ved (22), ndr « er negativ, kan n®vnes den elektriske
energis sviekkelse og talens tilsvarende dampning i en telefonledning.

Ogsé pd det ekonomiske omride anvendes denne funktion 1 vid ud-
straekning. Det er siledes velkendt, hvorledes den her i praksis, for
positive vaerdier af e, benyttes til at forudbestemme vaksten af en kapi-
tal, der forrentet med en given rentefod forudsattes at henstd urert i
en bank eller sparekasse i et vist dremadl.

Til dette formal er det hensigtsmessigt i stedet for at benytte den
af erfaringsresultaterne fundne e-veerdi, som i (21) udtrykker en kon-
tinuert rentetilskrivning, at anvende den gmngse Arlige rentetilskriv-
ning ved en given rentefod r, idet sammenhaengen mellem denne og «,
jfr. [14], findes af:

(147) = en (26)

ved opslag i tabellen over e-funktionen, f.eks. 1 [15].

b) lagitagelsesmateriale fra Arhus.

De iagttagelser fra Arhus, som behandles i dette afsmt, har relation
til folketallets veekst i Stordrhus og Arhus kommune i tiden 1770-1960,
idet denne vakst vil blive beskrevet ved sivel den logistiske kurve som
Malthus’ model.

Nér disse folketal er valgt til eksempler pd de to modellers evne
til at fremstille et folketals vaekst, er grunden den, at der — som nzvnt
i det foranstiende afsnit — for Stordrhus’ vedkommende i 1938 blev
foretaget en prognose, der stettede sig fil en beskrivelse af folke-
tallets vickst, som havde sit udgangspunkt ar 1800, idet der ikke for dette
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tidspunkt foreld oplysninger om folketallets vaekst i Arhus og forstader,
udover at dette ikke havde vist nogen navneveerdig stigende tendens
i tiden fra 1600-tallet til 1800-tallet, pA hvilket tidspunkt Arhus havde
et folketal pd ca. 4000 indbyggere.

Den prognose, der blev foretaget i 1958, havde til formal at skabe
grundlag for et sken over befolkningstallets fremtidige udvikling i det
omride, der omfattede Arhus og omegns centralomride, idet man med
henblik pd telefonanlaggenes udbygning var interesseret i, at dette
skon strakte sig 25 dr frem i tiden.

Ved at sammenholde de resultater, man ville komme til ved hjzlp
af den logistiske kurves fremstilling med en af stadsingeniord. J. Ram-
boll udarbejdet bebyggelsesplan, kunne man da fi et udvidet grund-
lag for et sken over, hvorledes det fremtidige behov for telefoner
mitte forventes at ville forme sig i kvarterer med forskelliz ecksiste-
rende cller planlagt bebyggelse 1 Arhus og forstaeders centralomride.

Vejledende for bestemmelsen af beliggenheden af den logistiske
kurves asymptote var en af stadsingenioren pd statistisk grundlag be-
stemt folketalskurve, der viste, at folketallet i det nmvnte omride som
slutresultat ville nd op pd ca. 240.000 indbyggere og have sit vende-
punkt i tiden omkring 1945-50, siledes som dette fremgdr af [16].

Da der nu foreligger fyldige historiske oplysninger om folketallet ud-
bredelse i Stordrhus-omridet lige fra de forste folketzllinger 1 1769 og
til 1960 i sivel det nuvaerende Storirhus-omride som 1 de forskellige
kommuner dette omfatter, har det haft interesse at sege denne udvik-
ling belyst ved hjzlp af en logistisk kurve, hvis konstanter er bestemt af
det udvidede statistiske materiale, som nu foreligger.

Til dette formdl er benyttet den pd fig. 4 viste metode, ifolge hvil-
ken alle iagttagelsesresultater kan medvirke til at beskrive et folke-
tals vaekst. Man fir derfor mulighed for at fi karakteriseret folke-
tallets vackst i hele dremdlet 1770-1960 ved en opdeling af denne i
perioder, som griber ind i hinanden og hvis — af forskellig hastighed
praeget — viekst straeber op imod den samme asymptote.

1. Folhetallet i Stordrhus.

I tabel I er i dennes forste kolonne opfert folketallet i Stordrhus,
siledes som dette fremgér af [17], idet tallene er angivet i enheder pé
1000 indbygzere afrundet sdledes, at de kun indeholder een decimal.
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Teabel 1. Folketal § Stordirhus i enheder 4 1000 indbyggere, beskrevet
ved den logistiske kurve op Malthus® model.

Den logistiske kurve Malthus' maodel

Ar iiili?k Beregnet for @ = 310 | Beregnet for & = 400 Beregnet

1770 6.6 [ 54 i) 69
1787 6.9 6,3 | Periode By { 6.9 | Periode M; 69
1801 70 | Periede A7 4 70 G,0 6.9
1840 11,4 11,3 : i : 11,1
50 | 123 | 123 | Periode By {137 | periode My { 11
1860 16,3 ¢ 16,8 (174 o172
1870 2.3 22,5 23,8 23,6
1850 221 30,2 | Periode By, « 326 Periode Mill ~]' 2.1
1890 415 40,6 44,3 44.5
1901 G4 54,1 L 605 | 60,3
1911 135 G9.5 (74,5 [ 786
1916 iR 78,7 E25 814
1921 00,5 BR.5 93,5 0.0
1925 | 970 | Periode Ay 4 96,5 99,0 97.5
1930 1054 1070 105,0 107.5
1955 1201 1190 . 11490 . 1141
1040 1319 1505 Periode Byy J 150.0 Periode Mpy 1316
1945 | 1424 143,0 141,5 1455
1950 156.9 1550 158,0 160.7
1955 168,7 167,0 165,0 177.6
TEHG0 140,8 179.0 178.0 1849
10461 183,5 L 1820 | 181,0 | 2003

I den tidligere beskrivelse af dette folketal blev asymptoten beregnet
til 306.000 indbyggere, og nir hertil blev lagt de 4000 indbyggere, som
forefandtes ved periodens begyndelse, fremkom nedenstiende udtryk
for folketallet i Arhus og omegn:

306.000
] -+ 5245+ 0,03504 t

¥y = 4000+ (27)
Beregnes ved hjelp heraf folketallet i 1961, finder man for dette
155.000 indbyggere. Et tal som sammenlignet med det i tabel I anforte
folketal p4 samme tidspunkt ifelge [18] pd 183.500 indbyggere viser
en forskel pd kun % procent.

Foruden at bestemme folketallets vakst med den nmvnte asymptote
310,000 er med henblik pid at belyse, hvilke ®ndringer der vil frem-
komme 1 den logistiske kurves beskrivelse af det samme folketal, sid-
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fremt asymptoten gives en markbar forhejelse, foretaget en bestemmelse
af folketallets veeckst under forudsztning af, at asymptoten er 400.000

indbyggere.

D grafiskc frcmstillingcr* som er benyttet til det navnte formal, er
for den logistiske kurves vedkommende vist pad fig. 5.
Til sammenligning mellem de ved hjzlp af de to asymptoter beregnede
folketal er til venstre pd figuren indtegnet milestokken for disse folke-
tal i enheder & 1000 indbyggere.

SEMILDGARITMISK FREMSTILLING  AF !—I——-—
FOLKETALLET | STORARKUS 17704560 VED DEN LOGISTISKE KURVE 1 i-

1 |
——T= T WU S -

S S I N

i | |
e g
|

| 1) I ||
| - - 1.t | -
= e ; I L ! . . 1 ..!. ....;.__ | - :,_.,. 1 Il -
G S NS N S N (S N S N IESNE R W SN2 .'....;_.:_../
[N N O 1 D O O . ey
PITFITIFIFITIT] v wlprT

FERIODERNE A 06 Ay HAR ASYMFTOTEN T 000
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Fig. 5.

Det fremgdr heraf, at medens den fremstilling, der belyser vaksten,
nir asymptoten er 310.000, viser en opdeling af denne i kun 2 perioder,
opdeles vaeksten i 4 perioder, ndr asymptoten er 400.000 indbyggere.

Efter ved hjxlp af de grafiske semilogaritmiske fremstillinger at have
bestemt konstanterne b og ¢, fremkommer nedennzvnte modeller:

I perioderne 4 med asymptoten 310.000 indbyggere:

Ar 1770-1850: log U = 0,0096 {—3,95 (28)
An 1850-1960: log U/ = 0,0518 ¢—3,18 (29)
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Fig. 6.

og i perioderne B med asymptoten 400.000:

Br 1770-1801: log U = 4,05 (50)
Bu 1801-1850: log U = 0,0124 t—4,05 (31)
Bm 1850-1901: log U/ = 0,0336 {—3,43 (52)
Biv 1901-1860: log U = 0,0256 t—1,73 (33)

Benyttes disse i forbindelse med (29) og (33) til en prognose 10 dr
frem 1 tiden, finder man, nir denne baseres pd asymptoten 510.000, ct
folketal 1 1970 pd 202,500, medens man, ndr prognosen baseres pa asymp-
toten 400.000, finder et folketal det samme fr pd 203.700, der kun er
0,6 % sterre end det med asymptoten 310.000 fundne folketal. Udstrak-
kes prognosen til 20 4r, finder man med asymptoten 310.000 et folketal
i 1980 pa 224,000, medens man ved asymptoten 400.000 finder et folke-
tal pa 229.200, der er 2,3 % storre end det foran nevate med asymp-
toten 310.000 fundne folketal.

Beskrives folketallet ved Malthus' modeller, hvis konstanter bestem-
mes af den pd fig. 6 viste semilogaritmiske fremstilling, fremkommer
nedenstdende modeller for folketallet 1 de 4 perioder, i hvilke denne
beskrivelse opdeler folketallets vaekst i1 hele dremdlet 1770-1960:

Mi 1770-1801: log y = 1,95 (34)
Mun 1801-1850: log y = 1,9540,0117 ¢ (85)
M 1850-1901: log y = 2,534+0,0816 ¢ (36)

Miv 1901-1960: log ¥ = 4,10-0,02 ¢ (37)
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Beregnes derefter folketallet i de forskellige ir ved hjzlp af disse lig-
ninger, fremkommer de i den sidste kolonne af tabellen anforte tal.

Man bemmrker, at disse tal efter 1950 viser tendens til at stige steer-
kere end de i tabellens forste kolonne angivne folketal, der stotter sig
til befolkningsstatistikken.

Seger man ved hjzlp af statistikkens folketal for 1950 og 1960 at
udlede en Malthus' model, som beskriver denne periodes svagere drlige
befolkningstilvekst, siledes som denne er vist pd fig. 6 (den stiplede
linie) fremkommer:

My 1950-1960: log y = 5,056-0,0142 ¢ (38)

Foretager man nu — med henblik pd en sammenligning — ved hjzlp
af (38) en prognose, finder man i 1970 et indbyggerantal pd 208.500,
som sammenlignet med det af den logistiske kurve med asymptoten
400.000 fundne indbyggerantal 203.700 afviger 2 % fra dette.

Udstrakkes prognosen til 1980, viser denne en til det sgede dremdl
svarende afvigelse fra de af den samme logistiske model fundne resul-
tater, idet man finder ct folketal pd 207.500 indbyggere, som sammen-
lignet med det af den logistiske kurve med asymptote 400.000 fundne
tal afviger 3,6 % f[ra dette.

Beskrives folketallet aritmetisk, [remkommer de pd fig. 7 viste kur-
ver, der illustrerer, hvorledes mndrede vilkir for folketallets vaekst fra
1950 og frem i tiden har forirsaget en sterkt oget drlig befolknings-
vackst.

Af de punkterede forlmngelser af de to anvendte modeller ses sa-
ledes, at uden fremkomsten af de nmvnte wndrede vilkir for veksten
af folketallet, ville dette beskrevet ved den logistiske kurve i 1960 vere
blev foraget til 33.000 indbyggere, medens det beskrevet ved Malthus’
model ville vare niiet op til 45.000 indbyggere.

Forudsattes at folketallet beregnes ved hjzlp af den logistiske kurve
med dennes hojere asymptote, fremkommer et tal, som nermer sig meget
til det foran nmvnte ved hj=lp af Malthus' model fundne, idet dette i
1960 ville vare steget til 44.500 indbyggere.

Arfues hommune.

Medens man ved beskrivelsen af folketallets vakst 1 Stordrhus ved
hjlp af den logistiske kurve havde stotte i sit sken over dettes frem-
tidige vaekst i dennes tidligere bestemte asymptote, er en sidan bestem-
melse ikke foretaget for Arhus kommune.
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P4 grund af de store indlemmelser 1 Arhus kommune fra nabokom-
munerne, som har fundet sted i den seneste tid, og hvorved Arhus kom-
munes areal er blevet fordoblet, vil der ikke veere den rette baggrund
for et skan over folketallets fremtidige vackst, som kan benyttes til en
bestemmelse af asymptoten for denne kommune, for der foreligger re-
sultater af den langtidsplanlzgning af bebyggelsen i hele Stordrhus-
omriadet, som er under udarbejdelse.

FOLKETAL | ENHEDER & 1000 INDEYGGERAE

Aritmetisk fremstilling al folketallet @ Stordrhus ved den logistiske kurve.
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For dog at fi en forestilling om, hvorledes den hidtidige udvikling
af folketallet i Arhus kommune har formet sig, er der ved hjzlp af
de foran omtalte statistiske oplysninger om folketallets vakst 1 hele
Stordrhus-omriddet og [17] givet en fremstilling af folketallets vackst
specielt i Arhus kommunes omride, idet der hertil er benyttet en
Malthus' model, sdledes som vist pd fig. 8, jfr. omstidende tabel II.
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Som det fremgar af denne, opdeler Malthus' model udviklingen i de
forlebne 190 &r i 5 perioder, af hvilke perioden 1850-1901 fremviser

Tabel IT. Folketal i Arhus kommune beskrevet ved Malthus' model,

Ar Ifalge statistik Beregnet folketal

1770 35 40
1787 4,1 Periode M, H 4,0
1501 4,1 4,0
1840 7.1 6.9
LE50 7.9 Periode MII { 5.0
1860 11,1 (11,5
1870 15,0 16,6
1850 2'].5 Periode I'l-'I]'" 3 23'3
1890 33,3 34,5
1901 51,8 | 519
1911 61,8 - 61,0
1916 G538 G6,7
1921 74.3 73.0
1925 76,2 774
1930 81,3 Periode My 4 840
1955 914 a1.0
15940 949.9 99,5
1945 1074 1074
1950 1162 L 1160
1955 1159 118,0
1960 1194 Periode My 119,0
1961 1198 120,0

den sterste arlige befolkningstilvakst, medens perioden 1950-1960 -
nir man ser bort fra folketallets stationzre stilstand i perioden 1770-
1801 = fremviser den svageste drlige tilvakst,

Bestemmes konstanterne i modellerne ved hjzlp af den grafiske frem-
stilling pd fig. 8, fremkommer nedenstiende modeller for de 5 perioder:

My 1770-1801: log ¥y = 1,39 (59)
Mu 1801-1850: log ¥ = 1,39-0,0141 ¢ (40)
M 1850-1901: log y = 2,084-0,0365 ¢ (41)
Miv 1901-1950: log y =.3,95+0,0166 ¢ (42)

My 1950-1960: log y = 4,755-+0,0028 ¢ (45)
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Ved hjezlp af disse ligninger er derefter for de i tabellens forste kolonne
angivne dr beregnet de folketal i Arhus kommune, som er anfert i ta-
bellens sidste kolonne, og hvis tilsvarende folketal ifelge statistikken
fremgir af tabellens anden kolonne.

Til yderligere orientering om den navnte opdeling i perioder er pi
fig. 9 vist en aritmetisk beskrivelse af disse ved hjzlp af kurver, hvis
ligninger er anfort pd figuren.

Som det ses, giver denne en tydelig illustration af sivel de 5 perioders
indgriben i hinanden som af den svage drlige befolkningstilvakst 1 den
sidste 10-frs periode, der — som n®vnt i det foregiende - ogsd gav et
vaegtigt bidrag til at foroge folketallets vakst i Stordrhus.

Forudszettes at man i lighed med den tilsvarende fremstilling for Stor-
drhus beskriver det videre forleb af folketallets vaekst udover 1850 ses,
at Arhus kommune under umndrede vilkir for folketallets vaekst 1 1960
ville have haft et folketal pa 38.000 indbyggere.

I tabel III er vist en oversigt, der oplyser, hvorledes folketallets pro-
centvise drlige tilvaekst har varet underkastet variationer i Arhus kom-
munes og Storirhus-omridets forskellige vackstperioder i dremdlet 1770-
1960.

Tabel 111, Folketallets procentvise vackst i Arhus kommune og Storirhus,

Arhus kommune Stordrhus

Periade (4] I=+r P:f;'“nhris Periode a oy P:_-::ccnt-.ris
drlig voekst drlig viekst

1770=1801 1 1 0 177T0-1801 1 1 0

1501-1850 | 0,0141 | 1,00141 1.4 18011850 | 00117 | 10118 1.2

1350-1901 | 00365 | 10572 3.7 1850-190] | 00316 | 1,082 a2

1901-1950 | 0,01GG | 1,0167 1.7 1901=1950 | 0,02 1,02 2,0

1950-1960 | 0,0028 | 1,0028 0.5 1950-1960 | 00142 | 1,014 1.4

Det fremgar heraf, at folketallet 1 Arhus kommune i perioderne ind-
til 1901 viser en noget sterre Arlig tilvaekst end i Stordrhus, hvorimod
det i perioden 1901-1950 viser en noget mindre arlig tilvaekst, for der-
efter i perioden 1950-1960 at vise en betydelig mindre drlig tilvaekst i
folketal end Stordrhus.

[ forbindelse med disse pd historisk baggrund fremdragne trak af
virkningen af de vekslende vilkdr, der har varet bestemmende for
folketallets waekst i Storirhus-omridet, kan det have interesse ogsd at
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sage belyst, hvorledes folketallets vakst ville have formet sig, sifremt
den i hele dremdélet 1770-1960 sterst forckommende arlige tilvackst,
nemlig den der fandt sted i perioden 1850-1901 i Arhus kommunes om-
ride, var fortsat til 1960,

Af (45) finder man, at dette folketal ville vaere kommet op pd 433.000
indbyggere, et tal, som sammenlignet med folketallet i hovedstaden
Kebenhavn (Kebenhavn, Frederiksberg og Gentofte) det samme &r, ud-
gor ca. halvdelen af dette.

Slutning.

Det foran beskrevne tilbageblik pd den logistiske kurves og Malthus’
models anvendelse til at beskrive vzksten af befolkningen, som har
relation til forskellige erfaringsomrider, viser at disse modeller, nir
det drejer sig om en sterre bys folketal, supplerer hinanden pd en
praktisk méde m. h. t. at danne baggrund for et sken over den retning,
hvori et belolkningstals fremtidige veekst sandsynligvis vil bevage sig
indenfor de af de to navnte modeller angivine rammer.

I den forbindelse er der — blandt de bestrabelser, der er udvist med
henblik pa at klarlegge samspillet mellem de faktorer, som bestemmer
en befolknings vaekst — anledning til at pege pd det skridt, der er gjort
i den retning af Trygve Haavelmo ved indferelsen af 3 generalisationer
af den logistiske kurves lov. Til dette formal er i den logistiske kurves
differentialligning pi forskelliz méde udtrykt forbindelsen mellem ct
befolkningstals vackst og sterrelsen af det pigaldende samfunds pro-
duktion, akkumulerede kapital og befolknings uddannelsesniveau. I til-
slutning hertil peges pd betydningen af at indfsre stokastiske elementer
i de modeller, der belyser samfundsproblemerne, med det formél at gere
disse mere fleksible i deres beskrivelse af samspillet mellem de faktorer,
der indvirker péd de pigmldende processer.

Et andet skridt til udvikling af en befolkningsprognoses teknik er
gjort af Arne Jensen i [21] ved i forbindelse med indferelsen af dyna-
miske stokastiske elementer i befolkningsstatistikken at skelne mellem
»den klassiske eller Lothas befolkningsmodel« og »den moderne befolk-
ningsmodel«, der er udviklet med udgangspunkt i de stokastiske proces-
sers teori.

I forbindelse hermed vises, at de resultater vedrerende et folketal, som
man kommer til ved at benytte den logistiske kurve og Malthus' model,
der reprasenterer den klassiske model, kan opfattes som specialtilfzlde
af den moderne befolkningsmodels beskrivelse af disse befolkningstals
middelvardier.
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