Et eksempel til belysning af begrebet
statistisk ligeveaegt

Af Svenp FrepEns®)

1. Formilet med naervarende artikel er at yde et beskedent bidrag til
belysning af begrebet statistisk ligevaegt i tilknytning til en starkt for-
enklet kamodel. Med dette formal for eje betragter vi i det folgende et
.system®, som opseges af ,kunder”, der ensker at blive ,ekspederet” i
systemet. Systemet har folgende egenskaber (se fig. 1):

1) Der er 1 ekspedient i systemet. Ekspedienten kan kun ekspedere 1
kunde ad gangen, og hver kunde skal kun ekspederes 1 gang af ekspe-
dienten. Fazrdigekspederede kunder forlader systemet, s snart ekspe-
ditionen er afsluttet.

2) Kunder, som ved ankomsten til systemet finder ekspedienten ledig,
henvender sig straks til denne for at blive ekspederet.

I systemet er der plads til 1 ventende kunde {den maksimale kelazngde
er 1). Kunder, som ved ankomsten til systemet finder ekspedienten op-
taget (med ekspedition af en kunde), tager opstilling i ,keen, hvis der
er plads i denne pd ankomsttidspunktet, og forbliver i keen, indtil eks-
peditionen kan finde sted. S& snart ekspeditionen af den i systemet vae-
rende kunde er afsluttet, rykker kunden i keen frem og bliver ekspederet.

Kunder, som ved ankomsten til systemet finder begge pladser i systemet
(ekspeditionspladsen og ventepladsen i keen) optaget, afvises, d.v.s.
forlader straks systemet uden at blive ekspederet.

b.
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\ Fig. 1.
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3) Ekspeditionstiden pr. kunde er eksponentizlt fordelt, idet sandsyn-
ligheden for, at en ekspedition, der er i gang (herunder specielt netop
pdbegyndt) pd et vilkirligt tidspunkt T, afsluttes i lebet af de felgende
I tidsenheder, er bk + ofh), hvor b er en positiv konstant. Sandsynlig-
heden for, at en igangvarende ekspedition ikke afsluttes i lebet af de
felgende % tidsenheder, er felgelig 1 — bk — o(h). Middelekspeditions-
tiden pr. kunde er 1/b tidsenheder.

Kundeankomsterne til systemet er tilfzldigt fordelt i tiden (poisson-
fordelt), idet (a) sandsynligheden for, at der indtreffer netop 1 kunde-
ankomst til systemet i lebet af et vilkérligt tidsinterval (T, T + k) af
lzngden % tidsenheder, er ak + o(h), hvor @ er en positiv konstant, og
(b) sandsynligheden for, at der indtrzffer mere end 1 kundeankomst til
systemet 1 lobet af et vilkdrligt tidsinterval (T, T + k) af lzngden /
tidsenheder, er o{h). Sandsynligheden for 0 kundeankomster i interval-
let (T. T + h) er folgelig 1| — ah — o(h). Det gennemsnitlige antal
kundeankomster pr. tidsenhed til systemet er a.

Trafiktilbudet til systemet (defineret som det gennemsnitlige antal
kundeankomster pr. middelekspeditionsperiode) er A = a/b erlang.!)

2, Systemet siges at befinde sig i tilstanden z 1 et givet tidspunkt ¢
ndr der i dette tidspunkt er n kunder i systemet. I nzrveerende eksempel
ma systemet i ethvert tidspunkt enten befinde sig i tilstanden 0 (ingen
kunder i systemet, ekspedienten ledig. ingen ventende kunde i keen)
eller i tilstanden 1 (1 kunde i systemet, ekspedienten optaget, ingen
ventende kunde i keen) eller i tilstanden 2 (2 kunder i systemet, ekspe-
dienten optaget, 1 ventende kunde i keen).

Sandsynligheden for, at systemet befinder sig i tilstanden 0, 1 resp. 2
i tidspunktet ¢ betegnes i det felgende med henholdsvis Po (£), P1 (¢) og
Ps (1). Idet % er et positivt tal, har man da ifelge sandsynlighedsregnin-
gens ,enten-eller® og ,bade-og" regel

Po(t+h)=Poft) (1—ak—o(R))+Pi(t) (bh+o(k)) (1 —ah—o(k))+o(k)
Pi(t+h)y=Pi(t) (1 —bk—o(h)) (1 —ah—o(k))+Po(t) (ah+o(h))+

Ps(t) (bh+ n(k}) + 0(
Pao(t+h)=Ps(t) (1 —bh—o(R)+Pi(t) (1 —bh—o(h)) (ah+o(l))+o(h),
hvoraf ved omordning af leddene og division med % pd begge sider af
lighedstegnet

1) Det ovenfar beskrevne system er et specialtilfaelde af den i artiklen .En komodel”
(Erhvervsokonomisk Tidsskrilt 1960, s. 161 ff.) behandlede model (idet M =1 og
N—M=1).
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Po(t+ k) —Po(t)

+aPo(t) —bP\(f) = L;‘)

k
P ‘{‘”‘i P (s B)PA(E) ~ aPolt) — bPs(t) = -E%fil
Pg(t—l—h’];—f’z(t} +bPob) — aPi(t) = 1‘);:3:]

Foretages dernast graenseovergangen i — 0, fis heraf folgende system
af sammenharende differentialligninger
Py (1) -+ aPy(t) — bP\(t) =0
(1) P(t)+ (a+B)P1(t) —aPo(t) — bP:(t) =0
Py’ (t) +bPs(t) —aP1(t) =0
til bestemmelse af tilstandssandsynlighederne Pu(t), Pi(f) og Ps(t). Det

gzlder altsd nu om at lese ligningssystemet (1) m. h. t. Po(2), Pi(e), Pe(f).
Det kan vises, at den fuldstzendige lesning til (1) er givet ved

(2} Po(t)= ! -i—C1e_"“+-"f—Vl:4-Jl 4_629—&(1-1-:{4-1;.5.-

1+ A+ A2
(3) Pi(t)= ﬁ —(1 m]/ECw-bn-i-.d--]Jn —(1 _]_];Hjcge—bu-hu YAt
2 — = p— —
(4) Pa(t)= Tﬁ:ﬁ—-l«"«*’lﬂm_b“*‘—wﬂ‘ 4 VACee—d(1+ A4 /it

hvor Ci og C: er integrationskonstanter, der kan bestemmes ved fal-
gende betragtning:

a) Lad os antage, at systemet pabegynder sin virksomhed i tidspunk-
tet £=0 og at systemet i dette tidspunkt befinder sig i tilstanden 0, s-
ledes at Po(0)=1 og Pi{0)=P:(0)=0. Af (2) og (4) fis da

1

Po(0)= TFATA® +C1+4Ce=1
A2 — p—
PE('U}= m —'VAG]'I'FACs:ﬂ,

hvoraf ved lesning m. h.t. Ci og Ce

Ci— 1 A+A24+AVA

2 1+A+A42
Cowe 1 A+ A2—AVA
T2 14+ A4 A2
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Lad nu Pu(t) betegne sandsynligheden for, at systemet befinder sig i
tilstanden n (hvor n=0, 1 eller 2) i tidspunktet ¢=0 under forudseetning
af, at systemets initialtilstand (d. v. s. tilstanden i t=0) er 0. Ved at ind-
stte ovenstiende udtryk for Ci og Cz 1 (2), (3) og (4) finder man da

3 1 1 A+ A2+ AVA .
.r'un{.:':l= m |- —2— l—I—A-[-AI::{ g=b(14-d—p/A)e 4
1 A+A2—AVA e—b(1+A+ 1A}
2 14+ A4 A2
A 1 —VA A+A24AVA ... . =
Pu(t)= T 5 A4t b1+ d—} A _
4 14-A4 A2
A ]!'A A+ A2 —!—AVA e )
Pa(t)= AT T 9 Ty T g—b(+a—pae |

VA A+A*—AVA e—bl1+A+ At
9 144+ A2

Af disse udtryk fremgar det dels at sandsynlighederne Pu(t), Pio(t) o
Pzo(t) for at systemet befinder sig i en af de mulige tilstande 0, 1 eller 2
i et givet tidspunkt ¢, er en funktion af t, d. v. s. afhaenger af den tid, der
er forlebet siden systemet pébegyndte sin virksomhed, 0§ dels at de
nzvnte tilstandssandsynligheder for £ — ¢ gir imod hver sin af t uaf-
hengige greenseveerdi, nemlig henholdsvis 1/(1 —]—A+A2) A/(1+ A+ A2)
og A%/(1+A+A?), idet eksponenterne —b{l+A— VA)t og —b(1+ A+
VAt ghr imod —o for t— o, .

b) Hvis systemets initialtilstand er 1 (d.v.s. Pi(0)=1 og Po(0)=
P3(0)=0), finder man med at inds=tte {=0 i (2) og (4) og lese det hed-
ved fremkommende ligningssystem m. h.t. Ci og C:

Cie L1=AVA
! 2 1+ A+ A2
C 1 14+4y4
2 9 1+ A+ A2
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Sandsynlighederne Pu(t), Pu(t) og Pa(t) for at systemet befinder sig
i tilstanden 0, 1 resp. 2 i tidspunkt ¢ = 0 under forudsatning af, at syste-
mets initialtilstand er 1, kan da bestemmes ved at indsatte de ovenfor
fundne udtryk for Ci og Ce i (2), (3) og (4) (jfr. oversigten i tabel 1).
Ogsd i dette tilfxlde finder man, at tilstandssandsynlighederne afhaznger
af t og at de for ¢ = = hver for sig gir imod de samme af ¢ vafhzngige
graensevardier, 1/(1+ A+ A2), A/(1+A+A2) resp. A2/(1+A+ AP,

som i tilfzlde (a).

c) Hvis systemets initialtilstand er 2 (d.v.s. Pe(0)=1 og Pu(0)=
Pi(0)=0). finder man pa tilsvarende mide som ovenfor

c 1 1+A+VA
i = -
VA 144442

1 14+A—yA
A 1+ A+ A2

(«1
=

hvorefter sandsynlighederne Pos(t), Pi2(f) og Pz(t) for at systemet be-
finder sig i tilstanden 0, 1 resp. 2 i tidspunktet £ = 0 under forudsat-
ning af, at systemets initialtilstand er 2, kan bestemmes ved at indsatte
de fundne udtryk for C1 og Cz1 (2), (3) og (4) (jfr. tabel 1). Ogsd i dette
tilfelde finder man, at tilstandssandsynlighederne afhznger af t og at
de for = o hver for sig gir imod de samme af ¢ uafhangige granse-
veerdier som i tilfzldene (a) og (b).

3. Sammenholder man nu funktionssettene [Poo(t), Poi(f), Poz(£)],
[Pio(t), Pu(t), Pue(t)] resp. [Paft), Pu(t), P=(t)] i tabel 1, kan man
umiddelbart aflase felgende:

a) Sandsynligheden Pas(t) for, at systemet befinder sig i en given til-
stand n (hvor 7 =0, 1 eller 2) i et givet tidspunkt ¢ (0 < ¢ < =), af-
haenger dels af systemets initialtilstend § (hvor j = 0,1 eller 2), og dels
af den tid. der er forlebet siden systemet pibegyndte sin virksomhed.

b) For t— = gir de til enhver mulig tilstand n svarende tilstands-
sandsynligheder Pn;(t) imod samme «f systemets initialtilstand j og t:d',m
t uafhengige greenseveerdi Py:
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(5)  lim Poo{t)=lim Pos(t)=1lim Poa(t)=1/(1 + A+ A2) =Py

{=ro0 [—oo [y =—r. N
(6)  lim Pro(f)=lim Pu(f)=lim Prs(t) = A/(1- A+ A2) =P,
_ tsoa Do 1—o0 '

(7} lim Pxo(t) =lim Pau(f)=lim Pos(t)=A2/(1+ A+ A2)=Pa

=] =00 e e

-Nér tilstandssandsynlighederne Pu; siledes er uafhangige bdde af sy-
stemets initialtilstand j og af tiden {, siges systemet at befinde sig 1 sta-
tistisk ligeveegt. Et system, der har den egenskab, at det kan komme i
statistisk ligeveegt (d. v. s. at lim Paj(f) = P, for alle i betragtning kom-

[—»c0

mende verdier af n og j), kaldes et ergodisk system.

Ifelge (5), (6) og (7) vil den statistiske ligevaegt farst indtraede for
{ oo, d. v.s. efter uendelig lang tids forleb. Da man imidlertid ved de
praktiske anvendelser af keteorien normalt er henvist til udelukkende at
arbejde med ligevegtssandsynlighederne P. (i nzrvarende eksempel
sandsynlighederne Po. P1 og P2). er det af starste praktiske betydning at
undersege, hvor hurtigt systemet nermer sig den statistiske ligevegtstil-
stand, siledes at man med en for praktiske formdl tilfredsstillende til-
nzrmelse kan benytte ligeveegtssandsynlighederne Pn som udtryk for
systemets tilstandssandsynligheder. Svaret pd dette spergsmil afhaen-
ger 1 almindelighed dels af systemets struktur (som vi her betragter som
givet) og dels af ankomstintensiteten® @ og ,ekspeditionsintensiteten* b
(som tilsammen bestemmer trafiktilbudet A til systemet). I nedenstidende
tabel 2 er de i tabel 1 anferte tilstandssandsynligheder beregnet for en
rekke forskellige vaerdier af ¢ ved et trafiktilbud pa A = 0,25 erlang,
idet middelekspeditionstiden pr. kunde er benyttet som tidsenhed (d. v. s.
b =1). Af tabel 2 (og den tilsvarende grafiske fremstilling i fig. 2) ses
umiddelbart, at systemet praktisk taget vil befinde sig i statistisk lige-
vaegt efter en ,indsvingningsperiode® pa ca. 8-10 tidsenheder (middel-
ekspeditionsperioder). Hvis middelekspeditionsperioden pr. kunde f. eks.
er 3 minutter, vil systemet herefter praktisk taget vaere i statistisk lige-
vagt efter ca. 25-30 minutters forleb. Forudsztningen for at anvende
ligevaegtssandsynlighederne som udtryk for systemets tilstandssandsyn-
ligheder mi naturligvis veere, at indsvingningsperioden er relativt kort
i forhold &l systemets samlede funktionsperiode. (Hvis systemet er en
detailforretning og indsvingningsperioden f. eks. er 25 timer, vil lige-
vaegtssandsynlighederne vaere uden praktisk interesse, fordi forretningen
forleengst vil vaere lukket, inden den statistiske ligevaegt indtrader).
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| Paglt) Poy () Ppalt) Pig(t) Py (t) Pyt Pog (8] Py (1) Poa (1)

0 1,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 D000 0,000 1,000

9 0801 0,675 0,482 0,169 0,247 0,313 0,030 0,078 0,205

4 0,770 0,745 0,696 0,186 0,199 0,223 0,044 0,056 0,081

6 0,764 0,758 0747 0,180 0,192 0,198 0,047 0,050 0,055

8 0,762 0,761 0,759 0,190 0,191 0,192 0,045 0,048 0,049
10 0,762 0,762 0,761 0,190 0,190 0.191 0,048 0,048 0,048
o0 0,762 0,762 0,762 0,190 0,130 0,190 0,048 0,048 0,048

i
Tabel 2.

4. Safremt man kun ensker at bestemme ligcvagtssandsynlighederne
Po, Py og P: (uden samtidig at bestemme sandsynlighederne Paj{f) og
indsvingningsperiodens lengde), behover man ifelge bemarkningerne
ovenfor om den statistiske ligevagt blot at sette Pa(f)=PFPa (n=0, 1, 2) i
ligningssystemet (1), idet man samtidig benytter relationen Po+ P14 Pa=1.
Herved fis felgende linezre ligningssystem til bestemmelse af ligevagts-
sandsynlighederne Po, P1 og Ps:

aPo—bP1=0

OPs—aP1=0
Po+Pi+Pe=1,

hvoraf

_
Po= a4

A
P=1rare
Po== __L
il T4+A4+ A2

i overensstemmelse med (5), (6) og (7).

Ligevaegtssandsynlighederne Py, Pi, P2 kan for praktiske formdl for-
tolkes som den brekdel af tiden, i hvilken systemet i det lange leb vil
befinde sig i tilstanden 0, 1 resp. 2, ndr den statistiske ligevagt er ind-
tradt. Nir systemet befinder sig i statistisk ligeveegt har man derfor (jfr.
tabel 3):

a) Sandsynligheden for, at en kunde opndr at blive ekspederet straks
ved ankomsten til systemet (uden ventetid i keen), er §= FPo=
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1 /(14 A+ A42). Da kundeankomsterne til systemet indtraeffer p& tilfel-
dige tidspunkter (vafhzngig af systemets tilstand), kan S ogsa fortolkes
som den brekdel af kunderne, som i det lange leb opnér at blive ekspe-
ret straks ved ankomsten til systemet. Det gennemsnitlige antal ,straks-
ekspederede” kunder pr. tidsenhed er derfor aS, og den straksekspede-
rede trafik (d.v.s. det gennemsnitlige antal straksekspederede kunder
pr. middelekspeditionsperiode) er AS=A/(1+ A+ A2)=P erlang.— Ifol-
ge tabel 3 vil i det lange leb 76,2 % af de til systemet ankommende kun-
der opnd at blive ekspederet straks ved ankomsten til systemet, nér trafik-
tilbudet til dette er A=0,25 erlang.

b) Sandsynligheden for, at en kunde ferst opnér at blive ekspederet
efter en vis ventetid i koen, er D=P1=A/(1 + A+ A2). Sterrelsen D kan
for praktiske formdl fortolkes som den brekdel af kunderne, som i det
lange leb kommer til at vente kortere eller l@ngere tid i keen, inden de
bliver ekspederet. Det gennemsnitlige antal ,forsinkede® kunder pr. tids-
enhed er felgelig aD, og den forsinkede trafik (det gennemsnitlige antal
forsinkede kunder pr. middeleskpeditionsperiode) er AD = A42/(1 + A+ A2)
=P; erlang. — Ved et trafiktilbud pi 0,25 erlang vil i det lange leb 19,0 %
af de til systemet ankommende kunder kommer til at vente i kaen, inden
ekspedition kan finde sted.

¢) Sandsynligheden for, at en kunde afvises af systemet er B=P:=
A2/(1+ A+ A2). Sterrelsen B kan for praktiske formal fortolkes som den
brekdel af kunderne, som i det lange leb vil blive afvist af systemet. Det
gennemsnitlige antal afviste kunder pr. tidsenhed er felgelig aB, og den
afviste trafik (gennemsnitligt antal afviste kunder pr. middelekspeditions-
periode) er AB=A%/(14+A+ A2) erlang. — Ved et trafiktilbud pd 0,25
erlang vil i det lange leb 4,8 % af de til systemet ankommende kunder
hlive afvist af systemet.

A=101 A =025 A=l A=2 A=5
Py 0,901 0,762 0,383 0,143 0,032
Py 0,080 0,190 0,338 0,286 0,161
Py 0,009 0048 0,353 0,571 0,807
E (.00 0,258 0,667 0,857 (.968

Tabel 3.
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d) Det gennemsnitlige antal ventende hunder i hoen er L=Ps=

A2/(1+ A+ A2),

e) Sandsynligheden for, at en til systemet ankommende kunde hojsi
kommer til at vente + tidsenheder (z=0) i keen, er

F@)=1—Pietr=1— de=v/(1 + A+ A2)

Kundernes middelventetid i keen er

U=L/a=y tF{)dt=A/b{1+ A+ A2)=P:/b
0

Det bemerkes, at sterrelsen U er middelventetiden for alle til systemet
ankommende kunder (straksekspederede, forsinkede og afviste kunder).
Sandsynligheden for, at en forsinket kunde hejst kommer til at vente 7
tidsenheder i keen er G(r)=1--¢-%, og middelventetiden pr. forsinket
kunde er

W=U/D="5 (G(H)dt=1/b
L]

f) Ekspedientens udnytielsesgrad (d. v.s. den brekdel af tiden, i hvil-
ken ekspedienten i det lange leb vil vare optaget med ekspedition af
kunder) er E=Pi+Pe=A(1+A)/(1+ A+ A2)=1-Po. — Ved et trafik-
tilbud pé 0,25 erlang er ekspedientens udnyttelsesgrad 0,238. Ekspedien-
ten vil m. a. 0. i det lange lob komme til at tilbringe 76,2 % af sin tid
med at vente pd kunder, hvis han ikke kan beskaftiges med andet arbejde
imellem ekspeditionerne.

g) Afgangen af ferdigekspederede kunder fra systemet er tilfzldigt
fordelt i tiden (poissonfordelt), idet sandsynligheden for, at netop 1 faer-
digekspederet kunde forlader systemet i lebet af et vilkdrligt tidsinterval
(I, T+h) af lengden /i tidsenheder, er (Pi+Ps) (bhi+o(h))+o(h)=
a(l —B)h+o(h) og sandsynligheden for, at mere end 1 faerdigekspederet
kunde forlader systemet i lebet af et vilkirligt tidsinterval (T, T+ #) af
lengden ki tidsenheder, er o(h). Det gennemsnitlige antal ferdigekspe-
derede kunder pr, tidsenhed er a(1 —B)=det gennemsnitlige antal ikke
afviste kunder pr. tidsenhed.



