Produktionstilrettelegning ved statistiske
metoder.

I Af Erik HARSAAE®)

1. Indledning.

Den foreliggende artikel er et forseg pd i koncentreret, men dog forhibentlig nogen-
lunde letforstdelig form at give et indtryk af moderne metoder inden for den statistiske
forsegsplanlaegning med s=rligt henblik pd de anvendelser af disse, der i den senere tid
er udformet af den engelske statistiker, G. E. P. Box, efter hvem de ofte sammenfattes
under betegnelsen ,Box’s metode®. (1). Der gores samtidig forseg pd at swtte Box's
metode i relation til produktionsteorien, bl. a. fordi denne disciplin ter formodes at vare
lzeserne afl netop dette tidsskrift sd preesent, at de statistiske problemstillinger derved
bliver lettere forstdelige. (2). Da Box bygger pd mere generelle statistiske metoder
sdsom regressionsanalysen og den szrlige udformning heraf, der er karakteristisk for
de sikaldte faktorforsegsplaner, er det tillige nodvendige med nogle indledende afsnit
herom. Selvom det er tilstrasbt at udforme fremstillingen her siledes, at den skulle
kunne lzses uden mere end rudimentzre [orestillinger om den statistiske teori, mi det
dog anbefales at supplere lwsningen af de senere afsnit med et studium af de relevante
dele af en starre statistisk lerchog. (3).

2. Produktionsprocesser. Produktionsfaktorer, Udbytte.

I en produktionsproces transformeres stramme af produktionsfaktorer
til en produktstrem. Udbyttet af produktionsprocessen kan mailes kvan-
titativt ved strommens storrelse i mangdeenheder pr. tidsenhed eller
ved stremmens vardi under hensyntagen til eventuelle kvalitetsvaria-
tione. En sddan vardiangivelse kan vare teknisk (fx. renhed, koncen-
tration etc.) eller ekonomisk (veerdi i kr. pr. tidsenhed).

Sammenhzngen mellem udbyttet, ¥, og et vist antal produktionsfak-
torer, xi (i = 1, 2, ..., k) kan udtrykkes ved en produktionsfunktion

y = f(x1, 22, ..., x%).
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Produktionsfaktorerne kan fx. vaere en razkke ingredienser, der frem-
bringer et produkt ved at kombineres i et vist blandingsforhold, fastlagt
ved en recept. Men produktionsfunktionen ber ikke altid opfattes pd
denne substantielle made; i en rensnings- eller extraktionsproces kan de
forskellige i angive forskellige behandlinger af et rdstof, y (udbyttet)
kan da vare det relative indhold (koncentrationen) af et snsket stof
efter indsatsen af de pagzldende behandlinger.

Produktionsfunktionen kan isvrigt opfattes pd flere mider, altefter
hvor fuldstendig specifikationen af faktorerne teenkes at veere. Har man
med de %k faktorer angivet alle forhold af betydning for udbyttet, fx.
samtlige ingredienser i en recept, d. v.s. at xi angiver blandingsforhol-
dene og ¥ er en vilkdrligt valgt enhed for produkt af en given kvalitet,
er selve produktstremmens storrelse (pr. tidsenhed) ligeledes en vilkarlig
storrelse, og det er rimeligt at opfatte produktionsfunktionen som en
homogen funktion, d. v.s. at

ay = f (axi, axz, ..., axx),

hvor a er en skalafaktor, der fastleegger produktstremmens sterrelse. Gyl-
digheden af denne relation formuleres undertiden verbalt som pari-
passu-loven, d. v. s. at en foragelse af samtlige produktionsfaktorer med
en vis procent eger produkimzngden med samme procent.

Ved produktionens tilrettelzegning i en given virksomhed m& man i
reglen najes med at betragte en del af de faktorer, som 1 det hele in-
fluerer pd udbyttet, som variable i virksomhedens dispositioner, Antallet
af variable faktorer kan vere forskelligt ved virksomhedens kortsigtede
og langsigtede planlegning, men det i denne forbindelse relevante er sim-
pelthen, at man er interesseret i udbyttets afhaengighed af de variable
faktorer under hensyntagen til de givne forhold, d. v. s. man ensker at
finde det i en vis forstand optimale udbytte opndeligt ved en produktions-
funktion pd kort sigt, fx. p& basis af et givet anlaeg og udstyr i virksom-
heden, d. v.s. ved en given konstellation af nogle af de faktorer, der
pévirker udbyttet.

I sidste instans mad optimum-kriteriet altid veere af skonomisk karak-
ter, fx. formuleret som sterst muligt udbytte, y, milt i penge, for en
given indsat af produktionsfaktorer, ligeledes mélt i penge (ved givne
omkostninger). Men i tekniske forseg foretager man ofte undersegel-
ser af et udbyttes afhengighed af variable, hvis variation ikke nedven-
digvis har omkostningsmeessige konsekvenser, fx. zndring af maskin-
indstilling, zndret razkkefelge af ievrigt identiske operationer o.s.v.
Man har da en rent teknisk problemformulering: at realisere den effek-
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tive udnyttelse af de givne ressourcer. Om de variable, der indgér i et
sddant problem kan kaldes produktionsfaktorer i produktionsteoriens
forstand er vel tvivlsomt, men det formindsker jo ikke betydningen af
at studere virkningen af deres variationer pd udbyttet.

I produktionsteorien, siledes som man benytter denne i skonomiske
problemstillinger, forudsattes det i virkeligheden, at de tekniske effek-
tivitetsproblemer er lest, idet det er betingelsen for, at der overhovedet
svarer et entydigt bestemt udbytte til en given indsats af produktions-
faktorer; entydigheden opnfs netop ved at regne med, at faktorerne ud-
nyttes effektivt.

Ved forseg tilstreber man at konstatere, hvorledes y varierer ved
variation af een eller flere faktorer, det vare sig egentlige produktions-
faktorer eller variable af den just nmvnte art.

3. Partielle produktionsfunktioner. Det faldende udbyttes lov.

I den enkleste form for produktionsforseg varieres kun een faktor,
d. v. s at man i virkeligheden underseger en partiel produktionsfunktion

y = f {x1 | C2, €., ., ﬂ'k} s f (xl) TymCy Tymly, oo TpmCy = f{x]:

d. v.s. en funktion, der angiver sammenhangen mellem y og x1 (i det
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felgende betegnet x) ved et givet niveau af de avrige k-1 faktorer. Den
sidste og bekvemmeste skrivemdde af de tre ovenfor, som vil blive be-
nyttet i det felgende, bor ikke friste til at glemme, at der i virkeligheden
er tale om en niveaukurve, d. v.s. at funktionen kun har betinget gyl-
dighed.

For en sidan partiel produktionsfunktion postuleres gyldigheden af
det faldende udbyites lov, d. v.s. at sammenhzngen mellem y og x er
som afbildet i fig. 1.

Man bemarker, at der i fig. 1 er angivet to former for totaludbytte-
kurver (d. v. s. de kurver, der angiver y som funktion af x); i version 1
narmer y sig en avre asymptote og i version II falder y fra et vist punkt
at regne. Nir man tenker pid granseudbyttekurverne (d.v.s. dy/dx
som funktion af x), er det faldende udbyttes lov generelt gyldig, idet
graenseudbyttet er faldende for x > x” i fig. 1. I version II er loven ogsd
gyldig for totaludbyttet, idet dette er faldende for x > x”.

Det er motiveret at postulere det faldende udbyttes low, nir man betragter en partiel
produktionsfunktion, idet man ved at forege en enkelt faktor alene kun kan ege ud-
byttet til en vis grznse som folge af, at der efterhdnden bliver storre og sterre relativ
mangel pd de ovrige fakterer. Ragnar Frisch citerer efter von Thiinen et exempel
svarende til version 1, hvor totaludbyttet asymptotisk nermer sig en overgranse: der
samles kartofler pd et givet jordstykke. Totaludbyttet foreges ved indsats af flere
arbejdstimer, men tenkes disse indsat sukcessivt, vil merudbyttet ved indsats af endnu
en arbejdstime blive lavere, jo flere gange marken allerede har veeret gennemsegt,
d. v. s. grenseudbyitet er faldende. Som exempel pd version II kan man forestille sig,
at en afgrede sprojtes mod skadedyr. Jo stmrkere sprojtevadske der benyttes, desto
fuldstendigere bliver udryddelsen af skadedyrene, men til gengzld vil planterne selv
efterhiinden lide sprejteskade, og merudbyttet ved den fuldstendige udryddelse af
skadedyrene kan blive mere end opslugt af denne skadevirkning, Ogsd ved godskning
af planteafgreder kender man exempler pd, at for ensidig tilfarsel af kunstgadning ikke
blot ikke betaler sig, men kan give direkte skadevirkning.

4. Statistiske metoder til bestemmelse af udbytickurver.
Regressionsanalyse.

For nemheds skyld forudsattes det i det felgende, at vi arbejder med
den tekniske problemstilling: effektiv udnyttelse af givne ressourcer,
hvor det kan anses for rimeligt at definere optimum i en partiel pro-
duktionsfunktion som det maximale totaludbytte, hvorved yderligere
ma forudsattes, at udbyttet varierer som i version II. Den variable
faktor » kan fx. veere den temperatur, ved hvilken en kemisk proces
realiseres, At problemstillingen kan opfattes pd den anferte made, kan
forsvares med, at man kan tanke sig, at omkostningerne ved at holde
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en haj temperatur er knyttet til selve opfyringen etc., s at man kan se
bort fra en eventuel ringe forskel i omkostninger ved at praestere alter-
nativt fx. 125 eller 150 graders varme i blandekarret, hvor processen
foregir. Den partielle produktionsfunktion svarer altsa til totaludbytte-
kurven af version Il i fig. 1, og problemet er at bestemme den temperatur,
der giver maximalt udbytte. (Var udbyttekurven af version I, gjaldt det
simpelthen om at holde si hej temperatur som muligt med det givne
anlaeg, men det ville da n@ppe vaere muligt at disponere rationelt uden
hensyntagen til omkostningsvariationer).

Den méde til losning af problemet, som her skal diskuteres, gar ud
pa en fastleeggelse af den partielle produktionsfunktion, hvormed maxi-
mumspunktet tillige vil vare bestemt. Box’s metode bestdr i virkelig-
heden i en fravigelse fra denne ofte unedvendigt omstandelige metode,
sdledes som vi senere skal se.

Realiserer man den exemplificerede kemiske proces ved n forskellige
x-vaerdier, x1, X2, ..., Xs, vil man registrere nogle hertil svarende em-
piriske totaludbytter, y1, ¥2, ..., ¥» (xi betyder nu forskellige vardier
af een faktor, x, ikke som i afsnit 2-3 forskellige faktorer). Problemet er
nu ved statistisk analyse af de = talpar (xi, ;) at bestemme funktionen

y = fx),

Det er da ferst et problem at bestemme selve funktionstypen. Dette
sages lest ved aprioriske overvejelser pd grundlag af de egenskaber
man ensker partielle produktionsfunktioner skal have (4). Vi skal ikke
gd nzrmere ind pd disse problemer her, men holde os til en klasse af

funktioner, som giver de statistiske beregninger den enklest mulige form,
nemlig polynomier af typen

¥ = fo+ fx + pax? + .
¥ betegner her de teoretisk rigtige y-vardier, som kunne beregnes,
hvis man kendte den rigtige funktion.

I ethvert forseg (og i serlig grad netop 1 produktionsforseg, hvor det
ofte er vanskeligt at realisere forudsmtningen om de ovrige faktorers
konstans mere end approximativt i hvert enkeltforseg) optraeder der
forsagsfejl, i den folgende fig. 2 markeret ved, at de empiriske y-vear-
dier, indtegnet med kryds, ikke nejagtigt falder pd linjen y".

Pa grund af forsegsfejlen opstdr der et behov for udjevning af de
fundne y-vardier. Ganske vist kan man, nir man har n talpar, altid
fore en kurve af polynomialtypen nejagtigt gennem samtlige punkter,
nemlig ved at bestemme konstanterne fi ved lesning af de ved talpar-
rene bestemte n ligninger med n ubekendte. Polynomiet vil da blive af
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n—1'te grad (eller lavere, sifremt losningen tilfeeldigvis giver nul for
fi-vardierne med hejest index).

Udjzvningsproblemet bestir i at bestemme farre end n konstanter
péd en sidan mdde, at de udjevnede vardier, J, bedst muligt passer til
de observerede y-vardier, idet afvigelserne y—3j postuleres at skyldes
forsegsfejl, og man gdr ud fra, at j-vaerdierne vil ligge nzrmere de
teoretiske vaerdier ¥" end selve de observerede vardier, da disse sidste
jo pavirkes af forsegsfejlen. Dette postulat er stort set korrekt, nir
netop beregnes af den rigtige funktionstype, men mere generelt md man
tage hensyn til, at der i afvigelserne y—3§ kan indgd specifikationsfejl,
som skyldes valg af forkert funktionstype. Det ber endvidere anferes, at
forsegsfejlen nedvendigvis ma pdvirke skennene over funktionens para-
metre, sd at § selv i bedste fald ikke vil svare nejagtigt til y". Som
navnt er problemet netop at bestemme § bedst muligt. (Cf. fig. 2).

Parametrene i den udjevnede kurve bestemmes ved mindste kvadra-
ters metode, d. v. s. ved minimering af sterrelsen

21 (=32 = 2o (i=bo—bwxi—baxi®— . .. brxi®)2.

bi er her de ved mindste kvadraters metode bestemte sken over de til-

svarende fi, og & md naturligvis forudsattes at veere mindre end n.
Man beregner dernast de partielle differentialkvotienter af dette ud-

tryk m. h. t. bo, b1, bz, ..., br og satter dem lig nul. Herved fastlegges

A
’ 4
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det sdkaldte normalligningssystem, der leses m. h. t. bi. Dette lignings-
system fir udseendet:

Xy =mbe  + b Ix |4 be Za® | + by Ix +
Exy = bo 2x + b: Eﬂg + b Ex® | + by Ext +

Ix2y = by ZxT + b Zx® 4 be Zxt | o+ by Zx 4 ...

........................................................

(Alle summationer her og i det felgende sker over de a# y-, respektive
x-vaerdier).

Da faktoren x forudsattes at vaere en variabel, man har under bevidst
kontrol, kan man forudsatte, at de n x-vardier er xkvidistante. Som
det vil fremgd af de felgende afsnit, gor man i reglen klogt i at plan-
leegge sine forseg siledes, at x-verdiernes ®kvidistans realiseres. Beteg-
ner d den konstante differens mellem sukcessive x-vzrdier, kan man ind-
fare en ny variabel, z, idet

X — X1
i = -

=019 -....,n— 1.

Vi indferer nu middeltallet af z som nulpunkt. Foruds=tter vi for
nemheds skyld n ulige, har vi middeltallet z bestemt ved et helt tal;

2=(Z)/n=0+14+2.... +n—1)/n=n—1)/2
Med 2z som nulpunkt fir vi en ny variabel Z fastlagt ved

Zi= zi—z=—-Y%m—1),....,—=1,01,...., % (n—1),
og for Z gzlder, at ZZ = 0.

Vi erstatter nu x med Z i normalligningssystemet og skriver da B; for
bi, hvor denne @ndring i notation markerer, at funktionen nu er en funk-
tion af Z i stedet for af ». Er den sogte kurve fx. en ret linje, stir de rele-
vante ligninger i normalligningssystemet nordvest for den punkterede
linje 1 skemaet ovenfor. Da 2Z = 0, fir vi felgelig:

Zy = nBy, hvoraf By = ¥ = (Zy)/n,
XZy = B1 222, hvoraf B1 = (ZZy)/(ZZ%).

Vil vi bestemme et 2, grads polynomium, m& de tre normalligninger
nordvest for den fuldt optrukne linje i skemaet tilfredsstilles, Vi ind-
ferer nu tillige en nulpunktsforskydning for y, idet ¥ = y—3. Regres-
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sionsligningen (som vi betegner den ved mindste kvadraters metode be-
stemte ligning for  eller Y) bliver da

Y = Bi\Z+B:Z2,
og vi far derved en reduktion til de to normalligninger
2ZY =B 222 + B 2723 = B, 2722,
ZZ2Y =B\ ZZ3 4+ B: 374 = B: 374,

idet jo 2Z3 ligesdvel som 2Z ma vare lig nul, Det realiserede formal
med transformationerne fra x til Z og fra v til Y er at undgd nedven-
digheden af en simultan lesning af normalligningerne. Nar vi skal be-
regne sken over parametrene i 3. grads, 4. grads etc. polynomier, ma
mere effektive transformationer af x indfares, de sikaldte orlogonale
polynomier. Disse vil blive nzrmere omtalt i afsnit 5.

Koefficienterne By, Bs, . .. . siges at udtrykke henholdsvis linezr, kva-
dratisk, .... effekt (nemlig af faktoren Z pd udbyttet Y). Ved omreg-
ning til bo, b1, b2, . ... pa basis af de benyttede transformationer far
man ved de mindste kvadraters metode bestemte sken over o, 81, B2, . .. .
ved hvilke man kunne have beregnet ¥ (forudsat det pidgzldende poly-
nomium er den rigtige funktionstype). Det karakteristiske for sken, fun-
det ved mindste kvadraters metode, er, at de har disse sdkaldte sande
verdier som middelvardier og varierer omkring disse verdier med den
mindst mulige varians.

Disse egenskaber er generelle, men vi kan nu yderligere forudsatte, at afvigelserne
y-3 er normalfordelte omkring nul, Heri ligger dels en forudsmtning om fraver af
specifikationsfejl, dels impliceres visse forudsatninger om rationelt valg af skala for
y-verdierne. Vi mi her forudsatte, at lxseren er fortrolip med, hvorledes en statistisk
fordeling i almindelighed samt i smrdeleshed den normale fordeling beskrives ved
middelverdi og varians.

De anforte forudsatninger kan kort skrives M(b,) = §; og M{y—3#? = o=, hvor ster-
relsen af variansen o2 udtrykker forsegsiejlens starrelse, hvor ¥ er mormalfordelt om-
kring ¥ og forsegsfejlen normalfordelt omkring nul.

For et normalfordelt observationssact vy, ¥, .... ¥, registreret under ensartede om-
stzndigheder {uden variation af x) gzlder

M(SAK)=M(Z(y;—3)*=fo*=(n—1)o"
SAK betegner sum af afvigelseshvadrater, sterrelsen f=n—1 kaldes antal friheds-
grader. Medens relationen mellem SAK, ¢ og f bygger pd de n=zvnte forudsmininger,

kan naturligvis et hvilketsomhelst s=t observationer indsmttes i selve beregningsform-
len for SAK, der iovrigt med udnyttelse af definitionen pi 7 kan omskrives som falger

SAK = 2 (y;—5)% = 2y2—(3y)%/n = SK—$/n,

hvor SK betyder sum af kvadraterne pd observationerne, S sum af observationerne.
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Vore transformerede variable Z og ¥ har begge summen nul, hvorefter SAK = SK.
Nar vi har beregnet en regressionslinje Y, kan vi opspalte observationernes afvigelse
fra middeltallet (d. v.s. nul) i afvigelserne fra Y, og afvigelserne fra ¥ til middeltallet
{nul), d.v.s. ¥ selv.
Vi betragter exempelvis 2. grads polynomiet
Y = ByZ + B.Z2.
Heraf
¥2 = B2Z% 4 BoZt + 2B B.Z3,
Da 7% = 0, fis heraf
XY2 = B 2322  B23Z%
Tdet
YY = B ZY + B.2%Y,
fir man ved at udnyite relationerne By = (XTZY)/(2Z2) og Ba = (XZ2Y)/(3Z%), at
IYY = By2Z2  B2237¢,
hvoraf felger, at
ZYY = 272
Dette resultat benyttes i cn opspaltning af SAK, beregnet af Y-vardierne, idet vi har
SAKy = 2T = J(Y-T)+Y)2 = Z(Y-Y)2+B2XZ2 4 B2E7%

For 2. grads polynomiets vedkommende medferer vore transformationer altsd, ai
kvadratafvigelsessummen for den afhzngige variable kan spaltes i tre additive kompo-
nenter: de kvadrerede alvigelser mellem de faktisk konstaterede vaerdier og den bereg-
nede linje plus et led, der afhenger af den lineere regressionskoetficient og 2'Z2 plus
et led, der afhenger af den kvadratiske regressionskoefficient og SZ%. Denne opspalt-
ning af SAK i additive komponenter er ogsd gyldig for polynomier af hejere orden,
nir man benytter de fer n®vnte ortogonale polynomier.

Den wviste opspaltning ligger, i forbindelse med den tidligere omtalte relation mellem
SAK, f og o2 1 det tilfzelde, hvor y varierer normalt og vafhzngigt af x, til grund for
opstillingen af de kriterier for vurderingen af de beregnede effekters betydning, der
omtales i afsnit 6.

5. Multipel regression. Ortogonale sammenligninger. Faklorforseg.

I dette afsnit fortsettes redegerelsen for, hvorledes man udformer
forsegsstrukturer, der giver si bekvemme beregninger som muligt, idet
vi nu tenker os, at flere end een faktor kan variere samtidigt. De kon-
sekvenser dette fir for forssgets problemstilling diskuteres i afsnit 7.

Som udgangspunkt betragter vi det enkle tilfzclde, hvor ¥ er en
linezer funktion af & variable (xi betegner nu igen forskellige faktorer)

Y = buxi+ bexs+baxa+ . . . brxr.

Denne ligning er analog til den ligning, der udtrykker ¥ som funk-
tion af samme faktor i ferste, anden, ... etc potens. En mere generel
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ligning ville dels indeholde flere faktorer, dels forskellige potenser af
disse faktorer, Holder vi os imidlertid til den linezre funktion, ser man,
at anvendelse af mindste kvadraters metode nu giver normalligningerne

E¥x =b Zx2 4 b Zxixe 4+ ...
EY¥xe = b Zxixe - be Zxe? 4+ ...

Analogt til det foregdende finder man, at forudsetningen for, at man
kan undgd simultan lesning af ligningssystemet, d. v.s. for at man ved
at indfere Z; = f (xi) kan bestemme & af nogle Bi, hvor for alle 1

Bi = (ZYZ)/(ZZ:2),
er, at

2ZiZi=0 for i+#].

Ved fornuftig planlegning af forsegsstrukturerne (valg af aekvidistante
%)) kan man opnd, at man kan indfere transformationer, Z;, der sikrer
dette.

Vi skal nu generalisere disse synspunkter, som har vist sig af s stor
betydning i regressionsanalysen, til statistisk analyse af observationer
i det hele taget.

Vi tenker os, at vi har forelagt et observationsmateriale

Vi, ¥2, - -+, ¥n,
hvor der er stillet os den opgave at uddrage en vis information af y-ver-
diernes variation, Dette ger vi ved sammenligning af observationerne.
Matematisk kan en sddan sammenligning siges at bestd i opstilling af et
koefficientsat, ¢i, der determinerer en kontrast mellem y-verdierne,
nemlig sterrelsen

= yigi,
der formelt kan opfattes som det skalere produkt (Y){(Q) af de to vek-
torer (talseet) (Y) = y1, y2, . ..., ynog (Q) = q1, g2, - - - -, gn. Et simpelt,
intuitivt forstdeligt exempel er sammenligningen af summerne af y-ver-
dier i to lige store grupper pd basis af differensen mellem de to summer.
Det svarer til, for n = 2 k, at

qu=1,...,gx=1 og grr1i= -1, ...., gax= —1.

I exemplet er Zgi = 0, og denne egenskab vil vi i almindelighed krazve
af et koefficientsat, der skal fastlzgge en sammenligning.
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Den variable Z, som vi har benyttet 1 regressionsanalysen, er en sam-
menligning, nir den betragtes som et koefficientsaet — %2 (n — 1), . ...
—1,0,1, ...., %2 (n — 1), og tillige bliver Z8, Z5 . ... sammenlignin-
ger. De lige potenser af Z ma derimod, som det senere skal omtales,
reguleres til summen nul.

To sammenligninger, gi og si, er indbyrdes ortogonale, nar
X qisi = 0,
hvilket stemmer med terminologien i vektorregningen (5).

Vi introducerer nu begrebet faktorforseg, Herved forstis forssgsstruk-
turer, hvor et udbytte y konstateres for alle de mulige faktorkombina-
tioner, der dannes af flere faktorer, der antager hver et antal mulige
axkvidistante faktorniveauer. Varierer fx. to faktorer i hver tre niveauer,
f&r man 82 = 9 y-veardier, vy (= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3). Vi skal nu se,
hvilke kontraster der kan beregnes af disse 9 y-vardier og hvilke rela-
tioner der er mellem disse kontraster indbyrdes. Ligesom fer fir vi en
razkke additive SAK-komponenter, og til hver af disse svarer een fri-
hedsgrad (hver af dem laegger eet bind p& de 9 observationer).

Vi kan beskrive den totale variation i de 9 y-vardier ved beregning
af en SAK med 8 frihedsgrader, dersom vi ser bort fra ¥’s afhzngighed
af de to faktorer. Vi ma derfor, hvis vi holder os til indbyrdes orto-
gonale sammenligninger, hvor der til hver svarer additive SAK-kompo-
nenter med een frihedsgrad, netop kunne formulere otte uafhzngige
sammenligninger, der udtrykker den samlede information i de ni y-var-
dier.

Det viser sig, at hvis vi her starter med de sammenligninger, vi kender
fra regressionsanalysen, nemlig de Z-koefficienter, der direkte benyttes
ved beregning af linezr effekt, kvadrerer koefficienterne og regulerer
deres sum til nul, som det senere forklares mere detailleret, og af disse
danner nye koefficientst ved en regneregel, som kaldes direkie vektor-
multiplikation, ifelge hvilken to vektorer multipliceres ved almindelig
multiplikation af sammenherende koefficienter( altsi en anden regne-
regel end den, der giver det for nzvnte skalzre vektorprodukt), vil man
netop fa otte indbyrdes ortogonale vektorer. Det viser sig tillige, at uan-
set hvorledes man kombinerer disse parvis ved hjzlp af den navnte
regneregel, vil en af de allerede givne otte vektorer fremkomme piny.
Disse vektorer udger m. h. t. denne regneregel en sdkaldt lukket gruppe.
Vektorerne (koefficientszttene) bliver som felger:
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Fodtegn ij

for vy 21 Zu Zs A Ziz i Zur  Zie
11 —1 1 —1 1 1 -1 —1 1
12 —1 1 0 —2 0 2 0 -2
13 —1 1 1 1 —1 —1 1 1
21 0 —2 -1 1 0 0 2 -2
22 0 —2 0 -2 0 0 0 4
23 1] —2 1 1 0 0 —2 —2
31 1 1 —1 —1 1 -1 1
32 1 1 0 -2 0 —2 0 —2
33 1 1 1 1 | 1 1 1

Det fremgidr umiddelbart, at disse otte koefficientst er sammenlig-
ninger, og at direkte vektormultiplikation giver de samme sxt pany;
heraf fremgdr ogsd, at de alle parvis er ortogonale. Tillige fremgér det
heraf, hvorfor det i definitionen af en sammenligning kravedes, at koef-
ficientsummen skulle vare nul,

Man forlanger af en lukket gruppe, at den skal indeholde et enheds-
element, d. v. s. 1 dette tilfalde et koefficientszt, som ved direkte multi-
plikation med et andet szt giver dette uforandret. Et sidant szt ville i
dette tilfzelde blive et szt pd ni ettaller. Men dette sats sum er 9 og
ikke nul, og det er derfor ikke nogen sammenligning. Derimod vil man
ved at danne det skalzre produkt af denne vektor og yu-vektoren fa
summen af observationerne, og denne sum fastlegger jo ¥, der er valgt
som nulpunkt for ¥. Den fuldstzendige gruppe pa ni vektorer fastlegger
altsd et nulpunkt og otte sammenligninger i relation til dette nulpunkt.

Zv 0g Zve (v = 1,2) er henholdsvis linezr og kvadratisk effekt af de to
faktorer. Koefficientszttene Zov fremkommer som felger: kvadrering af
de tilsvarende koefficienter i.Zy: —1, 0, 1 giver 1, 0, 1 med summen 2
og middeltallet 2/3. Subtraktion af 2/3 fra hver koefficient {hvorved
summen, som den skal, reguleres til nul) giver 1/8, —2/3, 1/3 og multi-
plikation med 3 giver endelig 1, —2, 1. Denne sidste multiplikation er
ikke vaesentlig, men giver bekvemme tal, ikke blot for Zvv selv, men ogsd
for de vektorer, hvor Zyy indgar som den ene faktor i den direkte vektor-
multiplikation. Zy og Zw er de orlogonale polynomier for n = 3. Der
henvises ievrigt til tabeller over ortogonale polynomier og det tilsva-
rende textafsnit i (G).

De effekter, der beregnes ved benyttelse af de fire sammenligninger
tilhejre i skemaet, hvori begge faktorer indgér, kaldes samspil,
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6. Exempel. Analyse af forsegsresultaterne.

Vi betragter et exempel pd et 22 faktorforseg.

I en kemisk produktionsproces har man varieret faktorerne reaktionstid og temperatur.
1 en enkelt forsegsserie har man felgende faktorkombinationer og tilsvarende konsta-
terede udbytter:

Forsags- Beregnet Reaktionstid Temperatur Samspil
udbytte ¥ udbytte §  timer Z; celsius Zy Zis
43 42 1 -1 240° -1 1
53 54 5 1 240° ~1 —1
59 60 1 -1 280° 1 =1
73 12 5 1 2807 1 1

SAK afl y-veerdierne repriesenterer i dette forseg tre frihedsgrader, hvortil svarer to
linezre effekter og ect samspil.
I farste omgang specificerer vi regressionsligningen

Vi finder da
¥ = (43+53+59473)/4 = 57
B =(—43+53—59+78)/4 = 6
By=(—43—58+59+178)/4 = 9,
d. v.s.

i =3+T = 57+6Z;+9Z;

og ved indsatning af de relevante Z4- og Zg-vierdier heri fis de beregnede udbytter
i anden kolonne i tabellen ovenfor.

Vi kan nu opspalte den totale kvadratafvigelsessum i overensstemmelse med form-
len i afsnit 4. Denne opspaltning kan fx. opstilles i en tabel som felgende:

Variationsforklaring SAK f 52 M(s2)
Reaktionstid 462 = 144 1 144 a2+ R
Temperatur 49% = 324 1 524 a4+ T
Variation om linjen, X{y—#)2 = 4 1 4 o
Ialt 472 3 147

Sken over of betegnes 52 og heregnes af SAK/f. I det forelipgende exempel er son-
dringen mellem SAK og s® derfor irrelevant, men i reglen vil man i en realistisk re-
gressionsanalyse naturligvis have [flere end cen frihedsgrad svarende til variation om
linjen.

Vi mi nu diskutere sporgsmalet, hvorledes man vurderer de fundne resultater i rela-
tion til en model, man har formuleret som udgangshypotese.
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Regressionsmodellen udtrykker ¥ som en linemr funktion af to faktorer. Det kunne
tenkes, at disse faktorer var irrelevante for sterrelsen af ¥. I si fald kunne man god-
kende den sdkaldte nulkypotese, der, hvis Y er normalfordelt, betyder, at

M (SAK) = fo?,

d. v. 5. at observationerne kunne karakteriseres som tilfzldigt varierende med 52 = 157,
idet M (s2) = o De tre komponenter 1 SAK er faktisk 144, 324 og 4, og hvis forskellen
mellem disse kun var tilfeldig, d.v.s. at R og T i sidste kolonne i skemaet var lig nul,
er kvotienterne

144/4 = 36 og 324/4 =81

sterrelser, der varierer som den stokastiske variabel F, forholdet mellem to uafhzngige
sken over samme ¢® i en normalfordeling. Store vardier af F, hvis middelvaerdi ligger
nzr cen, forekommer med ringe sandsynlighed. Man faststter da et i princippet vil-
kirligt signifikansnivean for sandsynligheden og afleder heraf en signifikansgreense for
F. Overskrides denne, anses nulhypotesen modbevist, d. v.s. at B eller By, eventuelt
begge, afviger signifikant fra nul. Den benyttede opspaltning af SAK, med tilherende
signifikanstest af den navnte type, kaldes varignsanalyse.
Kvotienterne, der benyttes i F-testet, er generelt

(B2 - SKz)/52,

hvor SKz er kvadratsummen af Z-verdierne og 52 er restvariansen (her = 4). Uddrager
man kvadratroden al dette udtryk, fir man

B/ (s/ VSKy),

hvor sterrelsen i navneren undertiden kaldes middelfejlen pd regressionskoeflicienten.
P& grundlag af denne kvotient og f-fordelingen kan man i stedet for F-testet udfere
et t-test, Mere generelt kan man jmvnfere B; med tilsvarende hypotetiske vardier fi;
ved teststorrelserne (B; — f,)/(s/V SKy) , hvor nulhypotesen blot giver et specialtilfalde.
Anvendelsen af ¢t-fordelingen er her naturlig; F-testet har sit anvendelsesomride, hvor
der er flere end een frihedsgrad i tzlleren (her er f-testet ikke defineret). Begge disse
fordelinger mi tabelleres under hensyntagen til antal frihedsgrader; {-fordelingen kun
under hensyntagen til nevnerens antal. Vi finder her for f=1, at tilfxldig variation
kan give en t-vaerdi pd 6 (By) eller derover i 5 % af samtlige tilfzlde, en t-vardi péd
9 (By) eller derover i ca. 3% 90 af samtlige tilfzelde. (7).

Det er naturligt, at to faktorers virkninger skal vere meget kraftige for at de skal
kunne pdvises i et materiale pd kun fire observationer.

Da disse fire observationer netop svarer til de fire faktorkombinationer, der kan
dannes af to faktorer i hver to niveauer, stemmer forsegsstrukturen overens med
faktorforsagets, og vi kan derfor opfatte opspaltningen af SAK i tre komponenter
som svarende til de tre sammenligninger, der kan formuleres i et shdant forseg. Ud
fra denne opfattelse er den tredje komponent ikke langere en rest, svarende til
2 (y—3)% men den kontrast der svarer til samspillet Z;5. Denne kan vi udtrykke ved
koefficient Bye, bestemt ved

Byp= (43 — 53 — 59 + 78)/4 = 1.

Den komponent 1 §AK, som for udtrykte variationen omkring linjen, beregnes nu
explicit af
4-12m4.
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Vi kan skrive dette resultat af faktorforseget som en regressionsligning

men vi har da ingen mulighed for hypoteseprevning, medmindre vi gentager de fire
faktorkombinationer og opfatter divergensen mellem dobbeltbestemmelser som udtryk
for forsegsfejl.

For at et givet szt observationer kan analyseres som et faktorforseg,
mé det indeholde alle de mulige faktorkombinationer lige ofte (eventuelt
en hensigtsmeessigt valgt del af kombinationerne, cf. den senere omtale
af et ukomplet faktorforseg). Modellen kan ogs& formuleres som en
regressionsmodel, hvilket i reglen vil vaere at anbefale. Derimod kan
ikke ethvert materiale, som tillader gennemferelse af en regressions-
analyse, tillige analyseres som et faktorforseg.

7. Udbyttet som funktion af flere variable.

I afsnit 3 introduceredes det faldende udbyttes lov i relation til en

partiel produktionsfunktion
y=f().

Er optimum bestemt ved totaludbyttets maximum, kan vi tilpasse et
polynomium, differentiere dette, sxtte differentialkvotienten lig nul og
siledes bestemme dette maximum. Har hele produktionsfunktionens for-
lob interesse, er dette en rimelig fremgangsméde, men er man kun in-
teresseret i at finde optimum, er det mere praktisk at udfare sekventielle
forseg: man sammenligner udbyttet for to x-vaerdier; viser der sig en
stigning i ¥ ved at ege x, slutter man af det faldende udbyites lov, at
maximum mi ligge ved en endnu hejere x-veerdi, hvorfor man eger x
endnu mere o. s. fr., indtil der viser sig en stagnation i udbyttet. Proce-
duren bliver naturligvis omvendt, hvis man i ferste omgange konstaterer
en negativ sammenhzng mellem x og y.

Vi betragter nu udbyttet som afhazngigt af to faktorer,

y = F (x1, x2).
Som regel mi en sddan funktion naturligvis stadig opfattes som partiel,
men vi kan her for argumentets skyld teenke os, at der i1 det hele kun er
to faktorer, der influerer pd udbyttet.

Det viser sig nu, som det lettest ses af de grafiske fremstillinger i fig.
3 og 4, at det ikke er tilstreekkeligt til entydigt at fastlegge produktions-
fladens form, at vi forudsatter gyldigheden af det faldende udbyttes
lov for begge de mulige partielle produktionsfunktioner

y= Fy (31)12-.:2 Of }'=F'.-': [xﬂ}ﬂ =C1.
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I fig. 3 ser man fire forskellige produktionsilader, der alle er forene-
lige med det faldende udbyttes lov for de projicerede partielle funktio-
ners vedkommende.

A A

- b

Fig. 3.

I fig. 4 fremstilles de samme flader ved en anden fremstillingsteknik,
nemlig ved iso-udbyttekurver. De enkelte figurer i fig 3 og 4 svarer sam-
men i overensstemmelse med de vedfsjede bogstaver.

Box’s problemstilling gir i virkeligheden ud pd at finde rationelle
metoder til orientering pa og bevagelse i sddanne produktionsflader, som
naturligvis i det generelle tilfzzlde kan blive endnu mere komplice-
rede (8).

8. Fortolkningen af samspil i faktorforseg.

Inden vi gar naermere ind pd Box’s metodik, er der behov for en kort
omtale af, hvorledes samspil i1 faktorforseg fortolkes.

Som naevnt i slutningen af afsnit 5 kaldes kontraster baseret pd sam-
menligninger, hvis koefficienter dannes ved multiplikation af koefficien-
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Fig. 4.

ter i sammenligninger, der refererer til to eller flere faktorer, for sam-
sfnl (underforstaet mellem de pagaldende faktorer).

Det er vigtigt at gare sig klart, at nir der forekommer et samspil af
signifikant sterrelse, fir dette konsekvenser ogsd for fortolkningen af
de sdkaldte direkte virkninger eller gennemsnitsvirkninger af de enkelte

faktorer betragtet isoleret.

Det er lettest at illustrere dette ved to exempler pd et 22 faktorforseg,
et hvor der ikke forekommer samspil {cf. fig. 5) og et, hvor der fore-

kommer samspil (cf. fig. 6).

A

-\ -\ﬁ'a
1

.

Fig. 5.
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Punkterne i figurerne markerer de fire faktorkombinationer i de to
tilfelde, og fremstillingsteknikken er ievrigt den samme som i fig. 4.
Forsagsresultaterne og de fundne kontraster kan angives som i felgende
tabel:

Resultater svarende til Sammenligninger
fig. 5 fig. 6 Z Z2 VAT
1 1 -1 —1 1
1 +a | 1 —1 -1
14 a | -1 1 -1
1+ 2a 1 4 2a 1 1 1
fig. 5 2a 2a 0

Kontraster svarende til fig. 6 %a %2a 2a

Vi bemarker altsd, at de direkte virkninger er de samme i de to til-
fxldt, medens man af figurerne ser, at der er den afgerende forskel, at
i fig. 5 kan faktorvirkningerne realiseres uafheengigt af hinanden, i fig. 6
vil variation af en faktor alene intet merudbytte give. Samspilvirkningen
markerer forskellen pd de to tilfalde.

Nér vi kommer til den najagtige bestemmelse af et maximum m. h. t.
mere end een faktor, er den enkleste forsegsstruktur, der kan anvendes,
det i afsnit 5 omtalte 32-faktorforseg.

Vi skal nu diskutere den geometriske fortolkning af de fire samspil
i et sddant forseg.

Vi indferer forst nogle mere suggestive betegnelser end de 1 afsnit 5
benyttede, idet

Ziz  kaldes (linezr) X (linezr), forkortet LL,
Zizz kaldes (linezr) X (kvadratisk), kort LK,
Ziue kaldes (kvadratisk) X (linezr), kort KL,
Zyez kaldes (kvadratisk) X (kvadratisk), kort KK.

Forudsat de fire samspil er reale, d. v.s. ikke blot de beregnede, men
ogsd de sande veardier afviger fra nul, hvad er da deres fortolkning?

Fig. 7 viser forskellen mellem et tilfzlde, hvor LL er henholdsvis
lig med eller forskellig fra nul.



Udbytte

Faktor 1 Faktor 1
LL lig nul LL sterre end nul

Fig. 7.

En real LL-effekt betyder, at den linere hzldningskoefficient for en
faktor er forskellig for forskelligt niveau af den anden faktor. I stedet
for at betragte udbyttet som athaengig variabel, kan man betragte den
linezere heeldningskoefficient som afhangig variabel, og varierer den
igen linezert m. h. t. den anden faktor, udtrykkes dette ved LL. Varierer
den derimod med den anden faktor pd en mide, der mé udtrykkes ved
en kvadratisk kvotient, bliver LK real. Symmetrien i LK og KL viser, at
det er xkvivalent, at en faktors linezre koefficient varierer kvadratisk
m. h. t. den anden faktor, eller at den anden faktors kvadratiske koef-
ficient varierer linezrt m. h.t. den farste faktor. At den kvadratiske
koefficient varierer kvadratisk udtrykkes ved KK.

9. Bestemmelse af den stejleste stigningsretning. Exempel,

Det forudsazttes nu, at man befinder sig i en sidan situation, at den
hidtil benyttede faktorkonstellation i en given produktion giver et ud-
bytte, der ligger relativt langt fra optimum, cf. punktet P i fig. 4a.
Denne forudsztning betyder, at en realisering af en anden faktorkon-
stellation i reglen vil medfere forholdsvis store eendringer i udbyttet.
Anlegger man derfor et faktorforseg i omegnen af punktet P (fx. sle-
des, at dette er nulpunkt for de transformerede variable Zi), vil en ana-
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lyse af forsegsresultaterne formodentlig vise, at de linexre effekter er
forholdsvis store set i relation til effekter af hejere orden, d.v.s. at
specifikationsfejl ved benyttelse af en linezer model vil fi ringe prak-
tisk betydning. Omvendt vil naturligvis et sddant forssgsresultat fere til
den slutning, at man befinder sig langt fra optimum, og man vil vare
interesseret i ved en razkke sukcessive (sekventielle) forssg at bestemme
et sidant optimum ved sd fd enkeltforssg som muligt.

Har man af forsegsresultaterne bestemt en line®r regressionsligning

Y = B1Z1+ BaZa

og akcepteret denne som en fyldestgerende reprasentation af produkt-
tionsfladen 1 omegnen af P, betyder dette for positive Bi (¢ = 1,2), at
det vil kunne betale sig at ege bdde Z og Zs, idet en foregelse af hver
faktor med en enhed eger udbyttet med henholdsvis belsbene Bi og Be.
I det omride, hvor regressionslinjen er en fyldestgerende approximation,
kan man opretholde et konstant udbytte, Yo, for alle kombinationer Z:
Zs, der tilfredsstiller

BiZ1+ B2 = Yu,

d. v.s. (idet vi sztter Yo =0, d. v.s. ¥ = §), at man kan bevage sig
langs linjen :
Zy = — (B/By) 22,

uden at der sker @ndringer i udbyttet. Omvendt betyder bevagelse ad
den pd denne linje vinkelrette (den ferste linjes normal)

Zy = (B1/Bz) Z»

maximal stigning i udbyttet for en given vejlengde i Zi, Zs-koordinat-
systemet, Dette er den sdkaldte stejleste stigningsretning (cf. pilen 1
fig. 4a).

Realiserer man nu sukcessivt en rekke faktorkombinationer pa denne
linje (felger pilen i fig. 4a), vil man konstatere nogle faktiske udbytter,
Y, som si lenge den beregnede regressionsfunktion er en god approxi-
mation til den virkelige produktionsfunktion ¥ vil ligge nar de af funk-
tionen beregnede udbytter, Y.

Fer eller siden vil differensen (Y—Y) begynde at vokse numerisk
som falge af approximationens svigten. Man mi da anlaegge et nyt for-
sog til undersegelse af, om der blot er tale om en @ndring af stignings-
takten, eller om man er kommet til et stationzrt omrdde af en af de i
fig. 34 viste typer. Forekommer det sidste alternativ plausibelt, ber man
i det nye forseg anvende en forssgsplan, der enten tillader, eller kan
udbygges, si den tillader, beregning af i det mindste kvadratiske koef-
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ficienter, sa fladens form kan vurderes og et eventuelt maximum lokali-
seres. Finder man et saddelpunkt (cf. fig. 3b), frembyder der sig nye
stigningsretninger (cf. bemarkningerne i det afsluttende afsnit). Man
taler her om kortlegning af et stationert omrdde.

Vi giver nu et exempel pd bestemmelse af maximal stigningsretning,
konstrueret pa basis af et amerikansk exempel.

Produktet er her en gasart, der indeholder et uensket stol, A, som kan [jernes delvis,
ndr man lader gassen siremme gennem en beholder, der samtidig gennemsirommes af
vand og damp, siledes at en del af A folger med vandet og dampen. De variable i
forsaget er gennemstremningshastighederne, gassens x, vandets xp og dampens xy; ud-
byttet ¥ angives som den procentdel af A, der fjernes.

Da man kun kan udfere fire enkeltforseg om dagen og mi regne med en vis variation
fra dag til dag, kan man ikke realisere alle de otte kombinationer i et 23-faktorforsag.
Men under forudsztning af, at man kan nsjes med en model med linexre effekter og
uden samspil, d.v.s. modellen

Y= B(Z|+BaZo+ ByZy,
kan man ogsd klarc sig med fire observationer {omend de fundne resultater da ikke kan
signifikanstestes). Det er imidlertid praktisk at veelge fire faktorkombinationer, der sva-
rer til et halvt faktorforseg. Viser der sig siden behov for en mere udferlig model, kan

man realisere den anden halvdel af faktorforseget en anden dag og pd grundlag heraf
udbygge modellen {cf. herom afsnit 10).

Sivel forsegsplan som -resultater fremghr af felgende tabel:

¥ | *2 *3 % Iz !
22.9 42.3 1.0 2.9 1 -1 -1
76.5 26.5 3.4 29 -1 1 -1
596 26.5 1.0 a9 -1 —1 i
43.1 42.3 34 5.7 1 1 1

Den kraftige variation i y-vaerdierne kunne tyde pd, at forseget snarere er et ovel-
sesmateriale til indevning af Box’s metode end et alvorligt ment forsag i den ameri-
kanske virksomhed, hvorfra materialet stammer.

Man finder ¥ = 50.5 og felgende sken over de evrige parametre:

By={( 229—1765—596+ 48.1)/4 = — 175
By =(—229 4 76.5 — 50.6 + 43.1)/4 = 9.5
By =(—229— 765+ 596 + 43.1)/4 = 0.3,
d. v. 5.
Y= 1752493 Z:4+08 Z;.

At man i det foreliggende tilfxlde ikke er i stand til at skenne over den tilfxldige
variation af forseget selv og at modellen tillige kan viere for primitiv (indeholde spe-
cifikationsfejl), er ikke sd alvorligt, nir man felger Box's sekventielle teknik: vi felger
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nemlig nu den stejleste stigningsretning og sammenligner stadig de for punkler pd
denne linje registrerede faktiske udbytter med de af ligningen beregnede. 54 lange
der er tilfredsstillende overensstemmelse, fortsztter man i den anviste retning. Vi skal
altsd nuo formindske £; og forege £ og £4 proportionalt med de fundne By De reali-
serede punkter pd stigningslinjen og dertil herende fakiiske og beregnede udbyiter kan
fx. vaere som i falgende tabel (resten af exemplet er konstrueret):

Basis

Enhed
Haldning

Enh. X haldn.

Kndring 1 = = |

Stigning:

1.

A o L

1004

4

904

80 -

70 4

—17.5

—0.127

—0.64
—1.27
—1.40
—1.52
—1.65
—1.78
—1.91

Zy 2y

0 0

1 1

9.3 0.8
0.0067 0.006
0.54 0.030
(.67 0.060
0.74 0.066
0.80 0.072
0.87 0.078
094 0.084
1.00  0.090

Xy
344
7.9

—138.3
-1

2594
24.4
234
22.4
21.4
20.4
19.4
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Den fundne ligning fastlegger en simultan variation af x;, x; og X3 og man kan
derfor determinere en given vejlengde ved hver af disse for sig; man har her valgt
at benytte xy-enheder. Man kan derefter give en grafisk fremstilling, der viser udbytte-
variationen i relation til x, men hvor der altsi 1 virkeligheden er tale om en variation
af tre faktorer samtidig i et givet mengdeforhold. En sidan grafisk fremstilling ses i
fig. 8.

Bortset fra, at det er en erfaringssag, om Y i det hele taget kan extrapoleres, er det
i dette tilfzelde klart, at da ¥ kan overskride 100 %, mi det faktiske udbytte Y efter-
hinden, som ogsk fig. 8 antyder, komme til at ligge under linjen Y.

10. Alias-relationer. Fortolkning af relativi smd faktorvirkninger.

Som nazwvnt realiserede man i exemplet i afsnit 9 kun halvdelen af
de kombinationer, der herer til et komplet faktorforseg. I den felgende
tabel anfores.den lukkede gruppe af sammenligninger for det komplette
23-faktorforseg:

Direkte virkninger Samspil

ij: ZI Z:E Zﬁ zi? Z]:i ZZ"."'I- zim
211 1 —1 —1 —1 —1 1 1
121 -1 1 1 —1 1 —1 1
112 —1 —1 1 1 —1 —1 1
222 1 1 1 1 1 1 1
212 1 —1 1 —1 1 -1 —1
122 —1 1 1 -1 —1 1 -1
111 —1 —1 —1 1 1 1 -1
221 1 1 —1 1 —1 — ] —1

I det omtalte exempel havde man kun realiseret kombinationerne sva-
rende til tabellens averste halvdel. I et sidant halvt faktorforseg optrze-
der virkningerne i det komplette forseg parvis. som hinandens alias,
d. v.s. man kan ikke af forsegsstrukturen selv skelne mellem de pa-
gxldende to virkninger, cf. tabellen:

den direkte virkning af faktor 1 er alias samspil mellem faktor 2 & 3,
den direkte virkning af faktor 2 er alias samspil mellem faktor 1 & 3,
den direkte virkning af faktor 3 er alias samspil mellem faktor 1 & 2.

Hvad det tredobbelte samspil angdr, kan det her slet ikke beregnes,
hvilket ogsd kan formuleres siledes, at det har enhedselementet (summen
af observationerne) som alias. .

Betragter man den nederste halvdel af tabellen isoleret, ser man, at
disse kombinationer ville have givet de samme alias-relationer. Koeffi-
cienterne skifter ganske vist fortegn, men grupperingen er uandret.
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‘Realiserer man imidlertid kombinationerne svarende til sverste halv-
del een dag, nederste halvdel en anden dag, vil netop pa grund af for-
tegnsskiftet de virkninger, der i et halvt forseg optrader som hinandens
alias, kunne adskilles, d.v.s. at de direkte virkninger og de parvise
samspil kan beregnes explicit. Ter man gé ud fra, at dag-til-dag-varia-
tionen er ubetydelig, kan forskellen mellem de to dages observationer
tages som udtryk for det tredobbelte samspil, men generelt siger man,
at dag-til-dag-variationen og det tredobbelte samspil er konfunderede
(sammenblandede).

Under diskussionen i afsnit 8 om samspillets fortolkning blev det
nzvnt, at man ikke af faktorernes direkte virkninger alene kan slutte,
om disse virkninger er indbyrdes uafhzngige eller betingede af samspil.

Dette er yderligere motivering for ved benyttelse af en regressions-
model som i afsnit 9 at falge en stigningsretning, som betyder simultan
variation af faktorerne. Undertiden kan man pi rent teknisk grundlag
med god sikkerhed postulere, at samspil mellem faktorer er udelukket,
og modellen i afsnit 9 er da uden videre gyldig, ogsd m. h. t. variation af
en faktor ad gangen, Regressionskoefficienternes starrelse indicerer ster-
relsen af de direkte virkninger.

Er den direkte virkning af en af faktorerne lille i forhold til virk-
ningerne af de andre, kan dette have tre mulige arsager:

1. man er nar et betinget maximum m. h. t. den pigmldende faktor,
2. faktoren er irrelevant for udbyttets sterrelse,

3. enheden for denne faktor har varet valgt uforholdsmassig lille i
sammenligning med enhederne for de andre faktorer, s at virk-
ningen af denne grund bliver relativt lille.

Ved gentagelse af forseget vil valg af ny basis kunne differentiere
mellem 1. og 2., medens en samtidig sendring af faktorenheden kan
belyse, om drsagen har veret 3.

I exemplet viser faktor 3 en meget lille virkning.

1. Korilegning af stationert omrdde. Exempel.

I exemplet i afsnit 9 vil man formode, at totaludbyttefunktionen er af
version I, og i sd fald er der ingen mening i at sege et maximum. Det
er derimod nyttigt at kende produktionsfunktionen som grundlag for
en tilrettelegning af produktionen ud fra skonomiske synspunkter. I
exemplet vil man fx. forestille sig, at formindskelse af gassens gen-
nemstremningshastighed mé fordyre produktionen.
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Men selv i tilfalde, hvor udbyttefunktionen er af version II, kan man
ikke uden videre slutte fra en affladning af udbyttet, siledes som den
viser sig 1 fig. 8, til at man er i nzerheden af et maximum, idet fig. 3—4
viser, at der er flere mulige situationer, INar udbyttet stagnerer, m& man
derfor anlzgge et nyt forseg med en forssgsplan, der i det mindste
gor det muligt at beregne kvadratiske virkninger. De enkelte faktorer
ma felgelig varieres i mindst tre niveauer.

I mangel al bedre exempel samt for lettere at kunne knytte [remstillingen til det
foregdende, teenker vi os nu, at observationerne i exemplet i afsnit 9 reprasenterer et
andet problem, hvor udbyttefunktionen er af version II, og hvor det folgelig kan vaere
rimeligt at sege efter et maximum.

For at kunne give enkle geometriske illustrationer forudsatter vi desuden, at man er
kommet til det resultat, at faktor nr. 3 er irrelevant. Vi kan da anlagge et 3%-faktor
forseg med ni kombinationer. Al nemhedshensyn forudsmtter vi tillige, at der nu ikke
mere gxlder nogen restriktion til fire observationer daglig.

Fuld udnyttelse al alle otte frihedsgrader giver modellen
Y = B Z+ByZy+ By 2y + BasZoo+ BioZya+ ByjoZyiet+ BioeZyoat BriseZiien.

Det forudsacttes imidlertid, at de sande verdier af koefficienterne Byjs, Biss og
#1122 er nul, sd at de hertil svarende kontraster blot giver skon over forsegsfejlen.

Som basispunkt for det nye forseg vaelges x; = 20 og x93 = 3.5, og i betragtning al de
stierke udsving i resultaterne i det foreglende forseg valges noget mindre enheder
for faktorerne end hidtil, Forsegsplan og -resultater fremgir af folgende tabel:

Y *1 X 2 Zin 2y Zeg Lz Zug zlr_a B4
79.53 16.9 4.0 -1 1 1 1 1 1 -1 .1
82.64 20.0 4.0 0 -2 1 | a -2 0 —~32
80.85 28.1 4.0 | | 1 1 1 1 | 1
81.25 16.9 35 ==l 1 0 —F 0 0 2 —2
84.86 20.0 3.5 0 -2 0 —2 1] 1] 0 4
79.89 23.1 3.5 1 1 0 -2 ] ] -2 -
79.84 16.9 3.0 -1 1 -1 1 1 -1 =1 1
30,49 20.0 3.0 0 -2 -1 1 0 2 0 -2
79.83 23.1 3.0 1 1 -1 I —1 =1 1 1
Heraf fis

regressionskoefficienter tilsvarende SAK-komponenter
B, = 045/6 = 0075 6 B2 = 00337
B =-1529/18 =—0.849 18 B;2 = 12.9880
B, = 336/6 = 056 6 B2 = 18816
Byy =-—0482/18 =—0518 18 Byy® = 48257
Bia = 08%/4 = 0208 4 B = 01722
Bijg =—3.08/12 =—0257 12 Bypo? = 0.7957
Bios = 4.53/12 = 0377 12 Bigs® = 17101

SAK ialt 25.4404.
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Som sken over o har vi fplgelig
(0.7957 4+ 1.7101 <4 3.0334)/3 = 1.8464,

Dersom vi ville stotte os pd signifikanstests, kunne der vare tegn til, at modellen
kunne reduceres yderligere, men dette er kun en hypotese, inspireret af resultaterne,
Fastholder vi den model med fem parametre, som var vort udgangspunkt, angiver de
negative By-koefficienter, at ¢t maximum er indkredset. I fig. 9 er indtegnet de af

Y = 0.075 Z,+0.56 Zo—0.849 Z,, —0.518 Zoy+ 0.208 Zyo
beregnede iso-udbyttekurver § = ¥+ 80.96 = 30 og 82.
Disse kurver er ellipser.

Isoudbyttelinjer
Ifl 1 forseg
X 4 o M o il
Isoudbyttekurver ift. / { /
2 for g il s ;.." ‘::
4. ::" ._.-'5
..:" .
. Y /
Stejleste .sﬁgnfng.smffﬂnj P
2 Ifl. 1 forseg E; £ F i
'!_.' _.": ' M ::."
:,r' '." .':" '_.:
f :: 3 .‘._." ‘:4-' Y
H i / .
fb zb Jb 4& X;_
e Fakforkombinationar i {. forseg
O Faktorkombinationer ; 2 forseg
O Maximum Ifl. 2 forseg
Fig. 9.

Ved differentation af ¥ kan man bestemme de vardier af Z; og heral x;, der svarer
til maximum. Det viser sig, at det fundne Y indicerer som optimal faktorkombination
x, = 20.62,

Xp = 3.6,
far hvilken konstellation § = 88.75.
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Med resultatet af den ovenfor skitserede variansanalyse in mente
vil man nzppe have ubetinget tillid til, at man hermed virkelig har
bestemt det reelle maximum og man ville sandsynligvis ved indsamling
af flere observationer tilstrzbe en nejagtigere bestemmelse. Det ber
indskzerpes, at dette er den rigtige fremgangsmide fremfor et forssg pd
ved omformuleringer af det foreliggende materiale at fa et klarere re-
sultat frem (9).

12. Kommentarer til Box's metode.

Der er i den her givne, ret grove redegerelse for Box’s metode ikke
meget nyt i selve de grundelementer, metoden er bygget op af, si at
det nye ligger i1 den méde, hvorpd problemstilling og -lesning er sam-
menkeaedet. Man kan her atter sige, at det mest originale i metoden lig-
ger i det sekventielle princip, som er forbundet med beregningen af og
bevaegelsen ad den stejleste stigningsretning. Hvad kortlzgningen af et
stationzrt omrdde angdr, bliver denne jo groft sagt udfert som en
variant af almindelig multipel regressionsanalyse.

Box har i de senere ar arbejdet med mere specielle forsegsplaner, sa-
kaldt roterbare planer, som bevarer de af faktorforsegenes egenskaber,
som er vardifulde i forbindelse med hans problemstilling, og seger at
imodegd nogle af mangleine (fx. at middelfejlen pd Y varierer ved va-
riation af faktorkonstellationerne) (10). Dette er dog mere statistisk-teo-
retiske detaljer, som der ikke er grund til at gd ind pd her.

I de hidtil omtalte, rent tekniske problemstillinger er det et vigtigt
problem at skenne godt over faktorernes relative betydning, s& at re-
gressionskoefficienterne bliver af samme sterrelsesorden (cf. slutningen
af afsnit 10). Safremt man rddede over en ideal estimationsmetode,
d. v.s. at man kunne bestemme de sande vardier 8, Bu, --- ., Bijy - - - -
etc., kunne man ogsd bestemme den rigtige (stejleste) stigningsretning
fejlfrit, og i sd fald var koefficienternes starrelsesorden ligegyldig, eller,
anderledes udtrykt, man tog netop hensyn til forskelle heri ved at felge
denne stigningsretning. Vanskeligheden opstdr som foelge af, at middel-
fejlen pd koefficienterne er konstant, samtidig med at virkningens ster-
relse er afhengig af, om man har varieret pi en mide, der svarer til
den pdgzldende faktors reale betydning,

For en gkonom ma det vare nerliggende at interessere sig for mulig-
heden af at benytte Box’s metode ikke blot i den hidtil forudsatte, tem-
melig restriktivt formulerede, tekniske problemstilling, men ogsd i en
model, der tager hensyn til omkostninger og udbyttevaerdi. Ved hensyn-
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tagen til faktorpriserne vil vanskeligheder ved valg af faktorenheder
vare overvundet ligesom angivelse af udbyttets starrelse ved dets vardi
kan korrigere for sidanne kvalitative sendringer i produktet, som ofte
vil ledsage de kvantitative variationer, der eventuelt fordrsages af fak-
torvariationerne. Hermed menes naturligvis ikke, at en sddan hensyn-
tagen kan klare de tekniske effektivitetsproblemer: her er omkostningerne
jo netop invariante ved variation af de pdgazldende variable.

I den ekonomiske produktionsteori, hvor det faldendes udbyttes lov
omformuleres gennem indferelse af faktorpriser og produktpriser, fir
man kommensurable monetzre enheder pa begge axer 1 fig. 1. Granse-
udbyttet kaldes da granseproduktiviteten. Optimumspunktet er nu fast-
lagt ved, at sterrelsen af een variabel faktorindsats tilpasses, sd at fak-
torprisen pr. faktorenhed er lig granseproduktiviteten (idet den sidste
yderligere mé& veare faldende i skaeringspunktet). I von Thiinens kartof-
feloptagningsexempel vil man da netop benytte sa mange arbejdstimer,
at vaerdien af de kartofler, der optages i1 den sidst indsatte arbejdstime,
svarer til timelennen.

[ det foregdende er betydningen af at erindre, at totaludbyttekurven
i en fremstilling som fig. 1 er en niveaukurve, fremhzvet flere gange.
Det samme galder naturligvis greenseudbytte- og granseproduktivitets-
kurverne, Frisch (cf. (2)) gor opmarksom pa, at man ikke kan finde et
optimumspunkt ved tilpasning af faktorerne een ad gangen ifelge oven-
stdende regel. Varierer man, efter at have bestemt optimumspunktet for
een faktor, derefter en anden til dennes optimumspunkt, er den farste
ikke laengere optimalt tilpasset,

Forudsztningen for tilpasningen via faktorpris — granseproduktivitet
er, at de evrige faktorer skal holdes fast pd et givet niveau. Situationen
i praksis vil altid vare den, at man kan wvariere flere end een faktor,
men ikke alle. Problemet er da at variere de beherskede faktorer simul-
tant pd en sidan made, at det omtalte tilpasningsprincip realiseres for
en vis faktorkombination af disse, fx. svarende til enheder pi abscisse-
aksen i fig. 8, hvor mangden af tre faktorer i et givet indbyrdes meangde-
forhold varieres. Forudsat den beregnede stejleste stigningsretning er
den rigtige (og den benyttede model tilstrzekkelig specificeret), findes
optimum, hvor prisen for den sidst indsatte enhed af denne komplexe
faktor netop betales af udbyttestigningen. En forudsztning for dette
argument er naturligvis ifelge det foregdende, at kun de tre pigzldende
faktorer er variable i den foreliggende situation.

Den principielle lesning pd det skonomiske tilpasningsproblem er der-
for, at man arbejder med faktorforseg 1 alle de variable faktorer, lad
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der fx. veere n, og derefter finder den stejleste stigningsretning i et
n-dimensionalt rum. Man bevager sig dernzst ad denne, med eventuelle
revisioner deraf, om fornsdent, indtil den nzvnte lighed mellem prisen
pa faktorindsats og granseproduktivitet realiseres. I praksis kan et si-
dant, miske meget stort, faktorforssg opbygges sukcessivt af mindre for-
sag, 1 hvilke kun en del faktorer varieres, men med omhyggelig registre-
ring af niveauerne for de ikke-varierede faktorer.

I praksis vil man vel i reglen nzrme sig optimum gennem stigende
faktorindsatser (svarende til udgangspunkt P 1 fig. 4a), og den relevante
stigningsretning vil altid udgd fra koordinatsystemets nederste venstre
hjerne, cf, felgende fig. 10, hvor den sdkaldte expansionsvej er ind-
tegnet, bestemt ved isoproduktkurvernes reringspunkter med de rette
linjer med haeldning —1, der angiver konstant faktorindsats i kr, Det kan
vel teenkes, at man ved formindsket indsats af en faktor opnidr merud-
hytte, nemlig hvis P ligger nordest for totaludbyttets maximum, men

A Indsats af faktor?2 i kr

50 Isoudbyttekurver Ckr)

s

40 Expansionsvej

0K} 105

P

10 20 30 40 50
Indsats af faktor 1 i kr

Fig. 10.
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vptimum er entydigt fastlagt, idet det kun nds ved bevagelse mod nord-
ast 1 koordinatsystemet.

I fig. 10 betyder indsatsforsgelsen fra 30 til 40 kr. netop en tilsva-
rende udbytteforagelse, medens de nzste 10 kr.’s indsats kun betales
med 5. Mere detaljeret kortlaegning vil fastleegge optimum helt pree-
cist, fx. som antydet ved knap 20 kr.’s indsats af hver faktor. I den gko-
nomisk formulerede problemstilling er det ikke nedvendigt at forudsztte
totaludbyttekurve af version II, idet greenseproduktiviteten er faldende
for begge versioner. De i afsnit 6 omtalte signifikanstests md her om-
formuleres, idet problemet ikke mere er, om stigningen er nul, men om
den svarer til foragelsen af faktorindsatsen.

Uanset om man arbejder med teknisk eller skonomisk formulerede
problemstillinger, forudsztter Box’s metode, at produktfladen ikke har
for bratte toppe og dybe dale, idet man s& vil kunne overse et lokalt
maximum. Allerede saddelfladen (fig. 3—4b) volder vanskeligheder, idet
man ikke kan gd ud fra, at den lokalt stejleste stigning vil fere til det
hojeste af to toppunkter (bedste af to optima). Denne vanskelighed er
imidlertid endnu sterre, ndr man arbejder med ikke-sekventielle metoder,
hvor antal punkter i et enkelt forseg ma spredes over et langt sterre om-
ride, Nir forudsztningerne for anvendelse af Box-metoden er til stede,
er den givetvis anbefalelsesvardig.
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