En kemodel.

Af Svenp Frepewns®)

1. I koteorien behandles visse sider af de processer, der opstir, nir et
nzrmere defineret ,system” opseges af ,kunder®, som ensker at blive
~ckspederet” af de til systemet herende ,ekspedienter”.

Systemets virkemide afhanger bl. a. af kundeankomsternes fordeling
i tiden og af ekspeditionstiden pr. kunde. Hvis kundetilstremningen til

1
systemet foregar fuldstendig regelmeessigt med nejagtig — tidsenhed
a

1
mellem kundeankomsterne, og ekspeditionstiden pr. kunde, 3 er kon-

stant fra kunde til kunde, kan systemets tilstand i ethvert tidspunkt ¢
1
bestemmes entydigt. Er f. eks. — > 5 vil processen forlebe som vist
a

i nedenstidende figur 1, hvor de lodrette liniestykker markerer kunde-

- 1 2
ankomsterne (i tidspunkterne 0, —, — o.s.v.), og de sterkt optrukne

a a

|
vandrette liniestykker (af langden ,I_) angiver ekspeditionstiden pr.
2

kunde.

o
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Een ekspedient vil her kunne overkomme at ekspedere samtlige kun-

|
der, uden at der opstir kedannelser i systemet. 1 de forste 7 tidsenheder

efter hver kundeankomst vil systemet befinde sig 1 tilstand 1 (I kunde
i systemet. ekspedienten optaget), og derelter i tilstand 0 (ingen kunder

1 |
i systemet, ekspedienten ledig) 1 de folgende — — n tidsenheder, indlil
«

den nwste kunde ankommer til systemet, hvorefter dette igen belinder

1
sig 1 tilstand 1 1 de folgende 7 tidsenheder o. s. v.
L

Systemer med fuldsteendig regelmassig kundetilstramning og konstant
ckspeditionstid kan i regelen pa fuldt tilfredsstillende made beskrives
ved hjzlp af en deterministisk model. Det normale vil imidlertid vare,
at kundetilstremningen til systemet foregdr mere eller raindre uregel-
messigt (varierende tidsafstand mellem kundeankomsterne), og at eks-
peditionstiden varierer fra kunde til kunde. I sd fald vil som hovedregel
kun en del af de til systemet ankommende kunder opnd at blive ekspe-
deret straks ved ankomsten til systemet (dette forudsmtter mindst een
ledig ekspedient pa ankomsttidspunktet). Resten af kunderne mé enten
forlade systemet uden at blive ekspederet eller tage ops:illing i en ke
al ventende kunder, og systemets tilstand i ethvert tidspunkt kan swed-
vanligvis kun beskrives i sandsynlighedstermer: sandsynligheden for at
systemet befinder sig i tilstanden a2 (# kunder 1 systeme:), sandsynlig-
heden for, at netop n af de M ekspedienter i systemet er optaget af at
ckspedere, sandsynligheden for, at der belinder sig netop n kunder i
keen o.s.v. Det er keteoriens opgave at bestemme diste sandsynlig-
heder {og en razkke forskellige storrelser, der kan udledes heraf) under
givne forudsaetninger m. h. t, systemets struktur, kundetilstromning og
ckspeditionstid pr. kunde.

2. Det forudsattes 1 det folgende, at kundeankomsterne il systemet er
tilfeldigt fordelt i tiden (poissonfordelt), eller nojagtigere udtrykt:
(a) sandsynligheden for, at der ankommer netop 1 kunde til systemet i
lobet af % tidsenheder er ak + o(h), hvor @ er en positiv konstant, og
(b) sandsynligheden for, at der ankommer mere end 1 kunde til syste-
met 1 tidsintervallet % er o(#). Sandsynligheden for 0 kundeankomster
til systemet i lobet af % tidsenheder er folgelig 1 — eh — o(h).

Under disse forudsetninger er sandsynligheden Sa(?) for, at der ind-
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trzffer netop n kundeankomster i labet af ¢ tidsenheder givet ved pois-
sonfordelingen
(at)"

Sa(t) = .

e—at (n=10,1,2....).

Det gennemsnitlige antal kundeankomster i tidsintervallet ¢ er af. Den
ovenfor indferte konstant @ kan felgelig fortolkes som det gennemsnitlige
antal kundeankomster pr. tidsenhed, og den gennemsnitlige tidsafstand

mellem kundeankomsterne er L tidsenhed.
e

Med hensyn til ekspeditionstiderne forudsmttes det. at sandsynlig-
heden for, at en igangveerende ekspedition afsluttes 1 lobet af de felgende
k tidsenheder er uafhzngig af ekspeditionens hidtidige varighed, eller
nejagtigere udtrykt: sandsynligheden for, at en igangvwrende ekspe-
dition afsluttes i lobet af de folgende / tidsenheder er bh + o(k), hvor b
er en positiv konstant. Sandsynligheden for, at en igangvarende ekspe-
dition ikke afsluttes i labet af de folgende % tidsenheder er folgelig
1 — bk — o(h).

Under denne forudsztning er sandsynligheden S(¢) for, at en igang-
verende ekspedition endnu ikke er afsluttet efter ¢ tidsenheders forleb,
givet ved eksponentialfordelingen

S(t) = e
1
Middelekspeditionstiden pr. kunde er A tidsenheder. Konstanten & er

altsd den reciprokke vaerdi af middelekspeditionstiden,

3. I den falgende fremstilling betragter vi en kemodel med felgende
egenskaber (fig. 2):

a) Der er M ekspedienter i systemet (M = 1). Hver kunde skal kun
ekspederes af een ekspedient (,parallelforbundne” ekspedienter), og hver
ekspedient kan kun ekspedere een kunde ad gangen. Fwerdigekspederede
kunder forlader systemet, sd snart ekspeditionen er afsluttet.

b} Kunder, som ved ankomsten til systemet finder mindst een ekspe-
dient ledig, bliver straks ekspederet af en af de ledige ekspedienter.
I systemet er der plads til N — M ventende kunder, (Den maksimale
keleengde er N — M). Kunder, som ved ankomsten til systemet finder
alle M ekspedienter optaget, tager opstilling i keen, hvis der er plads i
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denne pi ankomsttidspunktet, og forbliver i keen indtil ekspeditionen
kan finde sted. Sdsnart en af de M ekspedienter bliver ledig, rykker
en af kunderne 1 keen frem og bliver ekspederet.

Kunder, som ved ankomsten til systemet finder alle N' — M pladser
i koen optaget, afvises (d. v.s. forlader systemet uden at blive ekspe-
deret).

&
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Fig. 2. I

¢) Kundeankomsterne til systemet er tilfmldigt fordelt 1 tiden (pois-
sonfordelt) med gennemsnitlig @ ankomster pr. tidsenhed. Ekspeditions-

l
tiden pr. kunde er eksponentiel med en middelekspeditionstid pa 7 tids-
»

enheder pr. kunde.

De til systemet ankommende kunder patrykker ekspedienterne 1 syste-
met en vis arbejdsbyrde (,trafik”) A, hvis storrelse naturligt madles
ved produktet af det gennemsnitlige antal kundeankomster @ pr. tids-

enhed og middelekspeditionstiden }1;4 pr. kunde, altsd A =-;—- hvilket
udtryk ogsd kan fortolkes som det gennemsnitlige anlal kundeankomster
pr. middelekspeditionsperiode. Trafikenheden kaldes 1 erlang. At et sy-
stem patrykkes (eller ,tilbydes®) en trafik pd A erlang er altsd enshety-
dende med, at der gennemsnitlig indtreffer 4 kundeankomster pr. mid-
delekspeditionsperiode. (Er det gennemsnitlige antal kundeankomster pr.
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I | -
time f. eks. @ = 10 og middelekspeditionstiden pr. kunde iy time,

bliver trafiktilbudet A = 5 erlang).

4. Systemt siges at befinde sig i tilstanden n i et givet tidspunkt ¢, nar
der i dette tidspunkt er n kunder i systemet ( =0, 1,2, ......, N). Det
kan vises, at de tilsvarende tilstandssandsynligheder Po, Py, Ps, . .. ., Py,
nédr systemet befinder sig i statistisk ligevaegt, er givet ved

_n"j i

Py = P, (n=10,1,2,...., M)
n!
) ‘.-1." ‘_1 W= , A [T ) B
anm ﬂ,_af I“_[F{;[} I.H {?I—-M,M-F-l*...,,m
i N M AY i A M
E—_— . =
i) 72! + JIM! ( )
Po= / 4 NE=M =1
M e FEER - v M - (A + M)
= -
oon! MY M— A

Tilstandssandsynlighederne Ps kan for praktiske formdl fortolkes som
den brekdel af tiden, i hvilken systemet befinder sig i hver af de mulige
tilstande n. Med udgangspunkt i disse sandsynligheder kan man beregne
en rakke forskellige storrelser, der hver for sig tjener til karakteristik

af systemets virkemide (,effektivitet*) ved givne veerdier af para-
metrene” A, M og N — M (jfr. tabel 1):

(a) Sandsynligheden B for at en kunde afvises fra systemet (fordi alle
N pladser i dette er optaget pd ankomsttidspunktet). Da kundeankom-
sterne indtraeffer pa tilfzeldige tidspunkter (vathzngig af systemets til-
stand), kan afvisningssandsynligheden B ogsd fortolkes som den brakdel
af kunderne, som i det lange leb afvises af systemet.

(b) Sandsynligheden D for at en kunde ferst opnér at blive ekspede-
ret efter en vis ventetid i koen. (Dette forudsmtter, at alle M ekspe-
dienter er optaget og at der er mindst een ledig plads i keen pa ankomst-
tidspunktet); D kan for praktiske formil fortolkes som den brekdel af
kunderne, som i det lange leb kommer til at vente kortere eller langere
tid 1 keen, inden de bliver ekspederet.
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(c) Sandsynligheden 8 for at en kunde bliver ekspederet straks ved
ankomsten til systemet. (Dette forudsactter mindst een ledig ekspedient
pd ankomsttidspunktet); S kan for praktiske formél fortolkes som den
brekdel af kunderne, som i det lange leb opnfr at blive ekspederet straks
ved ankomsten til systemet.

(d) Det gennemsnitlige antal ventende kunder L i keen (den gennem-
snitlige kelengde).

(e) Kundernes gennemsnitlige ventelid U i hoen. Den gennemsnitlige

. 1
tid kunderne tilbringer i systemet er U -+ middelekspeditionstiden >

() Det gennemsnitlige antal optagne ekspedienter E. Da det gennem-
snitlige antal kunder under ekspedition under de ovenfor opstillede
forudsztninger er lig med det gennemsnitlige antal beskaftigede eks-
pedienter, er det gennemsnitlige antal kunder i systemel I + E. Ster-
relsen E kan fortolkes som den gennemsnitlige tid pr. tidsenhed, de M
ekspedienter er optaget med at ckspedere kunder: den gennemsnitlige
udnyttelsesgrad pr. ekspedient er derfor E: M.

Sterrelserne B, D, §, L, U og E er i tabel 1 (jfr. tillige det numeriske
eksempel i tabel 2) beregnet under tre forskellige forudsztninger m. h. t.
den maksimale kolengde, nemlig:

Model I. Den maksimale kelzngde er et positivt endeligt tal (1 <
N — M < =), Der er her tale om et kombineret alfvisnings-ventetids-
straksekspeditionssystem, idet sandsynlighederne B, D og S alle er > 0.

Model 11. Den maksimale kelengde N — M er 0. Systemet er et af-
visnings-straksekspeditionssystem. (B og S er > 0, og D = 0). Denne
model er oprindelig opstillet af A. K. Erlang med henblik pa dimensione-
ring af telefonanlag?!).

Model 11I. Den maksimale keolengde N — M = co, Systemet er et
ventetids-straksekspeditionssystem. (D og § er >0, og B =0). Ogsi
denne model er oprindelig udarbejdet af A. K. Erlang?).

Modellerne I1 og III er naturligvis specialtilfalde af model .

5. I det folgende skal der nu i korte treek gores rede for nogle prak-
tiske anvendelser af modellerne I, IT og III.

1) A K. Erfang: Losning af nogle Problemer fra Sandsynlighedsregningen af Betyd-
ning for de automatiske Telefuncentraler, Elcktroteknikeren 1917,
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M-—N=0 M—-=N=5 M—-—N=10 M—-N=-

f S | 0.054 0.047 0047 (0,047
Py 0.110 0,096 0,095 0,004
B 0,110 0,007 0,001 0

D 0 0,220 0,285 0,286
S 0,890 0,773 0.764 0,764
L 0 0,275 0,344 0,354
4, 0 0,092 0,115 0,118
E 2,670 2,978 2,998 3

Tabel 2.

Model 1. Det britiske luftfartsselskab BOAC har ladet foretage en
koteoretisk analyse med henblik pa at bestemme det skonomisk optimale
antal reserveluftfartojer, som kraeves til at overholde fartplanen med
en vis given sikkerhed. Antallet af reservefartejer afhenger bl. a. af
sammenbrudssandsynligheden for de i drift verende maskiner, repa-
rationsteknikken, antallet af beddinger pd varkstedet og en rakke andre
faktorer®).

Er antallet af beddinger (,ekspedienter®) p& varkstedet M og antallet
al reserveluftfartsjer N, kan systemet, sdfremt sammenbrudsintensiteten
for de i drift vaerende maskiner er poissonfordelt og reparationstiden pr.
maskine eksponentialfordelt, beskrives ved hjalp af model I, hvis man
gar ud fra den — noget urealistiske — forudsatning, at driften helt ind-
stilles, ndr antallet af maskiner ude af drift (under reparation eller ven-
tende pd reparation) overstiger antallet af reservefartsjer, idet tilstrom-
ningen af maskiner til vaerkstedet (,kunder til systemet®) i sd fald helt
opherer, s snart der befinder sig ¥ kunder i systemet. Gir man derimod
ud fra den mindre rigoristiske forudsetning, at fartplanen reduceres, nar
antallet af maskiner ude af drift overstiger antallet af reservefartsjer,

%) J. Taylor and R R P. Juckson i Operational Research Quarterly 1954, nr. 3, jir.
Ingenioren 1957, nr. 26,
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kan systemet heskrives ved hjelp af model III. forudsat at selskabets
samlede luftflide omfatter et tilstraekkelig stort antal maskiner.

Model II. Det klassiske anvendelsesomride for denne model findes
inden for telefonien: Et ledningsbundt med M tradpar (,ekspedienter®)
belastes med en poissonfordelt trafik pd A erlang (gennemsnitlig A op-
kald pr. middelsamtaleperiode). Abonnenter (.kunder”), som ved opkald
(ankomst til systemet) fir optagetsignal, fordi alle M ledninger er opta-
get, antages at forlade systemet uden at blive ckspederet (abonnenten
lzgger roret pé, nir der gives optagetsignal; ingen ke af ventende kun-
der i systemet). Nr trafiktilbudet 4 og antallet af trddpar M er givet, kan
afvisningssandsynligheden B beregnes ved hjzlp af den i tabel 1 anfarte
formel. I praksis anvendes B-formlen hyppigt som grundlag for dimen-
sionering af ledningsbundter (og andre forbindelsesorganer), idet der
treekkes s mange ledninger i bundtet, at B ikke overstiger et vist fore-
skrevet maksimum (f. eks. B < 0,01), jfr. tabel 3%).

B <001
4 Nedv. antal | Afvisning B ved
ledn. M M —1 ledn. M ledn.
0.5 | 4 | 0,013 0,002
1,0 5 | 0,015 0,003
|
2,0 7 | 0,012 0,003
5,0 11 0,018 0,008
100 18 ! 0,013 0,007
Tabel 5.

Noget lignende vil gere sig gzldende, nir det drejer sig om forhol-
dene pd en parkeringsplads med M parkeringsfelter (,ekspedienter),
forudsat at tilstremningen af vogne (,.kunder) til pladsen er poisson-
fordelt. Er trafiktilbudet 4 (gennemsnitligt antal ankommende vogne pr.
middelparkeringsperiode) og antallet af parkeringsfelter M givet, kan

¥) Tallene i tabellerne 3 og 4 er hentet fra Arne Jensen: Moe’s Principle, Kobenhavn
1950,
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sandsynligheden for, at sumtlige M parkeringsfelter er optaget, beregnes
ved hjzlp af B-formlen. Det gennemsnitlige antal optagne parkerings-
felter er A (1 — B), jfr. tabel 1.

Endelig kan model II benyttes til behandling af visse specielle lager-
problemer. Lad os antage, at (1) eftersporgslen efter en vare i en for-
retning er poissonfordelt med en gennemsnitlig eftersporgsel pd « en-
heder pr. tidsenhed, (2) forretningens varebeholdning, defineret som det
i forretningen vaerende lager -+ antal enheder 1 ordre hos forretningens
leverandor af varen, er konstant = M enheder, idet forretningen afgiver
en ordre pad 1 enhed til leveranderen, hver gang den szlger en enhed
til en af sine kunder; den gennemsnitlige leveringstid for varer i ordre

1 .
hos leveranderen er > tidsenheder, og (3) efterspargsel, der finder sted

pd tidspunkter, hvor varelageret er udsolgt (M enheder 1 ordre hos leve-
randeren), bliver ikke tilfredsstillet, idet kunderne ikke snsker at vente
pA varen til den kommer frem fra leveranderen. De M vareenheder kan
her betragtes som ,ckspedienter”. Anlegger man det synspunkt, at en
ekspedient (vareenhed) er ledig, ndr den befinder sig pa lager 1 forret-
ningen og oplaget, nar den er i ordre hos leveranderen, bliver trafiktil-

a . .
budet” til systemet A = T erlang (gennemsnitlig efterspergsel pr. mid-

delleveringsperiode) og sandsynligheden for, at forretningen ikke vil
kunne tilfredsstille eftersporgslen, fordi varelageret er udsolgt (alle M
ekspedinter optaget), vil veere B = Piu. Det gennemsnitlige salg pr. tids-
enhed er folgelig @ (1 — B) enheder, og gennemsnitslageret i forretnin-
zen (det gennemsnitlige antal ledige ekspedienter) er M — A (1 — B).
Hvis kunderne er villige til at afvente varens fremkomst fra leverande-
ren (jfr. lorudsetning (3) ovenfor, m& model 11 erstattes med model |
eller III. idet systemet i sd fald tillader en ke af ventende kunder.

Madel 111, Felgende eksempel er hentet fra en afhandling af G. Brig-
ham: A Congestion Problem in an Aircraft Factory (Journal of Opera-
tions Research, 1955): I en flyvemaskinefabrik findes rundt omkring i
verkstederne ca. 60 ,boder®, hvorfra en eller flere ekspedienter udleverer
vaerkte] og materialer til de i vacrkstederne beskaftigede mekanikere.
Arbejdsformandene i vaerkstederne klager over, at mekanikerne spil-
der for megen tid med at std i ke foran boderne, og forlanger derfor,
at der skal ansmttes flere ekspedienter i1 disse. for at ekspeditionerne
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kan blive fremskyndet. Heroverfor ger virksomhedens ledelse gzldende,
at en foragelse af antallet af ekspedienter vil betyde storre faste om-
kostninger for virksomheden. Problemet bestdr i at afveje disse to syns-
punkter over for hinanden, eller m. a. 0. at bestemme antallet af eks-
pedienter M i de enkelte boder siledes, at den samlede spildlen for

mekanikere og ekspedienter under eet bliver mindst mulig.

En nzrmere undersegelse viste, at tilstramningen af mekanikere
(.kundetilstremningen®) til de enkelte boder med god tilnermelse var
poissonfordelt, og at ekspeditionstiden pr. mekaniker ligeledes med god
tilnzermelse kunne fremstilles ved eksponentialfordelingen. (Der er m.a.o.
tale om en kemodel af den i figur 2 viste type. Brigham forudsatter dog.
at den maksimale keleengde N — M er =°). Det optimale antal ekspedienter
pr. bod kan herefter beregnes pé felgende made: I en bod med M ekspe-
dienter, der tilbydes en trafik pA A erlang (gennemsnitlig @ mekaniker-

1
ankomster pr. time, middelekspeditionstid pr. mekaniker — time) er det
f
gennemsnitlige antal optagne ekspedienter A og den gennemsnitlige
spildtid pr. time for de M ekspedienter er felgelig M — A timer. Mid-

D
delventetiden (pr. mekaniker) i keen foran boden er U:i

b M--A

og da der gennemsnitlig indtrzeffer @ mekanikerankomster pr. time, bliver
D

a
den gennemsnitlige spildtid pr. time for mekanikerne — ——— =

4 b M- A
T D = Lu, hvor Ly betegner det gennemsnitlige antal ventende

mekanikere i et system med M ekspedienter (jfr. tabel 1).

Forudszttes det, at sivel ekspedienter som mekanikere aflennes med
timelen, og er timelennen for ekspedienter og mekanikere henholdsvis
we 0g W, bliver den samlede gennemsnitlige spildlen pr. time for me-
kanikere og de M ekspedienter:

Cy = we {M ) A} + wmly

Antallet af ekspedienter, M, i boden skal nu bestemmes siledes, at spild-
lonnen pr. time, Cu, bliver mindst mulig. Betingelsen herfor er

Cv — Cuws1 = wa (L — Ly+1) — we < 0

timer,

0g
Cu — Crn1= we — wn (Lar-1 — L) <0
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der kan sammenfattes til
E'Ur'
Lo — Lyir < — < Ly — Ly

TWhn

whe

Nir trafiktilbudet A til boden og forholdet w = — mellem timelan-

Wor
nen for henholdsvis ekspedienter og mekanikere er givet, kan det ako-
nomisk optimale antal ekspedienter M i boden bestemmes ved hjzlp af
ovenstdende ulighed. Er trafiktilbudet f. eks. A = 1,5 erlang og forholdet
mellem timelenningerne w = 0,8, vil det vare fordelagtigst at ansette
M = 3 ekspedienter i boden (tabel 4). Ved udledningen af ovenstiende
ligevegtsbetingelse er det forudsat, at den del af ekspedienternes tid.
der ikke anvendes til ekspedition af mekanikere, er spildtid. 1 praksis

Ly — Lu+i
A M=1 M=2 M=3 M= M=35
0.5 0,467 0,030 0,003 0,000 0,000
1,0 0,288 0,059 0,006 0,001
1.5 1,692 0,192 0,056 (0,007
2.0 0,715 0,134 0,031
2.5 2,978 0,403 0,096
3.0 1,174 0,255
Tabel 4.

vil der imidlertid ofte viere mulighed for i en vis udstrekning at be-
skeftige ekspedienterne med andet arbejde imellem ekspeditionerne
(f. eks. at modtage varer, holde orden pd reolerne 1 boden o.s. v.), og
foranstiende beregninger md i si fald modificeres i overensstemmelse
hermed.



