Om transportplanlegning ved hjelp af
linexr programmering
Af Sven Dane!)

1. Det linecere transportproblem.

Nir en virksomhed bestir af et antal geografisk adskilte afdelinger
(fabrikker, hovedlagre etc.), der er beliggende i forskellige byer eller
landsdele, bliver det et vasentligt problem for den at planlegge trans-
porterne mellem disse afdelinger sdledes. at de totale transportomkost-
ninger bliver s smd som muligt. 1 mange tilfzelde kan denne opgave
formuleres og leses som et linewrt programmeringsproblem.

Lad os forst illustrere problemstillingen ved et simpelt eksempel pi
det nu klassiske linewre transportproblem.

En virksomhed tankes at producere den samme vare i 2 forskellige
fabrikker, en 1 Arhus og en i Kebenhavn, og skal derfra forsyne 3 hoved-
lagre (hoveddepoter, pakhuse), der dekker hver sin landsdel. Den sam-
lede produktion pr. uge. henholdsvis 2 og 4 tons, skal fordeles pd de
tre depoter, der aftager henholdsvis 3, 1 og 2 tons pr. uge. Opgaven
er nu at planlegge transporierne fra fabrikker il depoter — d. v. 5. be-
stemme, hvor meget hver enkelt fabrik skal levere til hvert enkelt depot
— pd en sddan mdde, at de samlede transportombostninger bliver mindst
mulige.

Problemets ubekendte kan stilles op 1 falgende skema, hvor xi; beteg-
ner leverance (i tons pr. uge) fra fabrik i til depot nr. j; derer2:-3 =6
sidanne ubekendte at bestemme.

Xii. Depot nr.
I Ialt at afsende
tons pr. uge 1 9 3
Fabrik nr. X1 X1z X8 2
X2i X2z X2 4
lalt at modtage 3 l 2 6

1 op.oto Associate Professor, University of [linais,



Om transportplanlegning ved hjelp af
linexr programmering
Af Sven Dane!)

1. Det linecere transportproblem.

Nir en virksomhed bestir af et antal geografisk adskilte afdelinger
(fabrikker, hovedlagre etc.), der er beliggende i forskellige byer eller
landsdele, bliver det et vasentligt problem for den at planlegge trans-
porterne mellem disse afdelinger sdledes. at de totale transportomkost-
ninger bliver s smd som muligt. 1 mange tilfzelde kan denne opgave
formuleres og leses som et linewrt programmeringsproblem.

Lad os forst illustrere problemstillingen ved et simpelt eksempel pi
det nu klassiske linewre transportproblem.

En virksomhed tankes at producere den samme vare i 2 forskellige
fabrikker, en 1 Arhus og en i Kebenhavn, og skal derfra forsyne 3 hoved-
lagre (hoveddepoter, pakhuse), der dekker hver sin landsdel. Den sam-
lede produktion pr. uge. henholdsvis 2 og 4 tons, skal fordeles pd de
tre depoter, der aftager henholdsvis 3, 1 og 2 tons pr. uge. Opgaven
er nu at planlegge transporierne fra fabrikker il depoter — d. v. 5. be-
stemme, hvor meget hver enkelt fabrik skal levere til hvert enkelt depot
— pd en sddan mdde, at de samlede transportombostninger bliver mindst
mulige.

Problemets ubekendte kan stilles op 1 falgende skema, hvor xi; beteg-
ner leverance (i tons pr. uge) fra fabrik i til depot nr. j; derer2:-3 =6
sidanne ubekendte at bestemme.

Xii. Depot nr.
I Ialt at afsende
tons pr. uge 1 9 3
Fabrik nr. X1 X1z X8 2
X2i X2z X2 4
lalt at modtage 3 l 2 6

1 op.oto Associate Professor, University of [linais,



74

Hver af disse variable svarer til en mulig transportrute, som det ses

af nedenstiende diagram:

&
kel
S

Til hver variabel er der knyttet en omkostningskoefficient cij, der
angiver transportomkostning pr. ton fra fabrik nr. i til depot nr. j, jfr.
flg. tabel:

Cily ___ Depotnr.
kr. pr. ton ] 2 3
; 1 3 9 1
Fabrik nr. 9 4 .

Det gielder da om at finde minimum af de samlede transportomkost-
ninger, ¢ = XiXjcixi;. under de restriktioner pi xii'erne, der felger af.
at den samlede afsendte mangde for hver fabrik og den samlede mod-
tagne mangde for hvert depot er givet. nemlig som angivet i marginen
af den forste tabel. Idet ¢ er en linezer funktion af xi'erne og bibetingel-
serne er simple summeringer af disse variable {der 1evrigt skal vare
ikke-negative, idet forsendelserne kun gidr den ene vej), har vi dben-
bart med et lineart programmeringsproblem at gore:

X1 X1z - X3 =R
+ Xz o+ Xz 4+ X o= 4

iy + xm = 3
X2 -+ X = |

X1 + xm: =2

Axn + 2xe b+ lxgs 4 2%+ dxes b TXes = ¢ = minimum.
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2. Numerisk lesning af transportproblemet.

a. Problemer af denne type kan naturligvis leses ved hjelp af simplex-
metoden, den hyppigst anvendte fremgangsmide til numerisk losning
af linesre programmeringsproblemer2), Det letter i hoj grad beregnin-
gerne, at transportproblemets koetficientskema er af en sarlig enkel
karakter; koefficienterne til xij’erne 1 bibetingelserne er nemlig - i kraft
af selve problemstillingen — lutter nuller og ettaller, arrangeret pd en
regelmassig made:

1 1 1 2
1 ! I 4
1 1 3
l ] ]
1 I 2

3 2 1 2 4 i

og dette glr naturligvis igen i1 det regneskema. der benyttes (simplex-
tavlen for det forste beregningstrin). Og pd de senere beregningstrin
vil koefficienterne i simplex-tavlerne ikke kunne antage andre veerdier
end 0. +1 og —1. som man let viser i et eksempel.

Et blik pa eksemplet viser i evrigt, at enhver af de 5 ligninger kan
udledes af de evrige, siledes at problemet kun har 4 uafhangige bibe-
tingelser; adderer man nemlig de to forste ligninger — dem, der svarer
til fabrikkerne - fir man samme resultat som ved addition af de tre
ligninger, der svarer til depoterne, nemlig at summen af samtlige va-
riable er lig med den samlede mmngde, der skal transporteres. Dette
gelder naturligvis helt generelt for problemer af denne type; er der
m afsendelses- og n modtagelsessteder, kan (og ber) man udelade en
af de m+n bibetingelser, ligegyldigt hvilken. og der skal ikke m-n,
men kun m-+n—1 variable til at danne en basis, Idet den optimale
losning skal seges blandt basislasningerne. betyder dette, at man i
optimum hsejst vil tage m+n—1 af de m-n mulige transportruter i

?) Se f. cks. Sven Dane, Numerisk losning af linewre programmeringsproblemer, Ke-
benhavn 1957 (udg. af Universitetets akonomiske Laboratorium; stencileret), eller
Micis Nielsen, ,Simplexmetoden®, Mercantilia, nr. 2, 1956,
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brug®). Det er vanskeligt at se, hvorledes man kunne viere kommet til
dette resultat uden at formulere opgaven som et linezrt programme-
ringsproblem*).

Ved den numeriske lesning af problemet ovenfor skal man altsd be-
gynde med at finde en initialbasis bestiende al m+n—1=4 variable.
Den normale procedure gir ud pa at tilfeje et st hjalpevariable
(artificial variables). der i omkostningsudtrykket tildeles en wvilkarligt
stor koefficient M, og bruge dem som initialbasis®): men transportpro-
hlemets serligt simple karakter gor det muligt straks at finde en ud-
rangshasis af struktuelle variable. hvorved der spares en del be-
regningstrin. Det sker ved hjxlp af den s k. nordvestregel. der 1 eks-
emplet gir ud pé folgende: Man stiller et xi;-skema op, magen til den
forste tabel, blot med lutter tomme pladser i skemaets indre. og be-
gynder med at udfylde det nordvestlige hjernc, pladsen for xu. Den
forste reckke 1 skemaet skal have summen 2, medens den forste kolonne
skal have summen 3; vi skriver da det mindste af disse tal, 2, pd denne
plads — den starste veerdi, xu md have, hvis disse to bibetingelser skal
holde. Fabrik nr. 2 ma da dickke resten af forsyningen til depot nr. 1.
d. v.s. vi skriver x21 = 1: herudover skal labrik nr. 2 levere 3 tons pr.
uge, hvoraf dbenbart 1 glr til depot nr. 2 og altsd x22 = 1. P4 denne mide
néir vi til sidst ned til det sydestlige hjorne, hvor vi swtter x= = 2, jfr.
nedenstiende skema, hvor de blanke pladser markerer nuller (ikke-benyt-
tede ruter). Vi har hermed fundet en positiv lesning i 4 variable, der
tilfredsstiller bibetingelserne. At regnestykket altid mé ga op, felger al.
at summen af de afsendte maengder er lig med summen af de modtagne:

Depot nr. Ialt at
Xij N
1 2 3 afsende
s 2 2
Fabrik nr. | | 5 4
lalt at .
1 2 i
modtage s

) Ved transportproblemer al denne type stoder man ikke sjeldent pa ,degenererede”
Josnineer. hvor der indgar ferre end m--n—1 positive variable (transportruter) i
den opiimale kombination.

U det hefe taget kan problemet vanskeligt loses ved common-sense-metoder. Det
wvtier [Leks. ikke at g4 ud fra, at hvert depot skal forsynes fra den nmrmest lig-
verile Tabrik, Tor man komner da let i strid med bibetingelserne.

T Dane. op. cit. p. 16,
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og at en lesning fundet ved denne procedure altid vil vere en basis-
lesning, folger af, at vejen fra det nordvestlige til det sydestlige hjerne
nodvendigvis ma passere gennem (og altsd udfylde) m-+4-n—1 celler i
skemaet, ndr man kun mi bevage sig ét skridt ad gangen og kun mé gh
mod syd eller sst.

Leser vi nu det ligningssystem, der udgeres af 4 uafhangige bibetin-
gelser, m. h. t. de 4 basisvariable — hvad der er meget let, da alle koef-
ficienter pa venstre side er 1 eller 0 — har vi dermed bestemt koefficien-
terne i den ferste simplex-tavle. De videre beregninger vil som nzvnt
vise sig at vare overordentlig simple. Yderligere kan man forkorte
proceduren ved et hensigtsmeessigt valg af udgangsbasis, f. eks. ved at
nummerere oprindelses- og bestemmelsesstederne siledes, at nordvest-
regelen giver en initial basislesning, der kan formodes at ligge i ner-
heden af” optimum.

b. Ved lesning af transportproblemet er det imidlertid overhovedet
ikke nedvendigt at benytte simplex-metoden i dens generelle form; pro-
blemets specielle karakter gor det nemlig muligt at lese det uden brug
af egentlige simplex-tavle%). Man kan nemlig se direkte af det ved nord-
vestregelen udfyldte skema, sammenholdt med omkostningskoefficien-
terne, hvad lesningen pa det folgende beregningstrin bliver, og sd frem-
deles. Vi skal illustrere fremgangsmiden ved et nyt eksempel med 3
oprindelses- og 5 modtagelsessteder, jfr. folgende tabel, hvor den ini-
tiale basislesning — fundet ved hjzlp af nordvestregelen — er indsat.

“TANVEE-T-—.

Bestemmelsessted nr. (j=) Ialt at

Xij 1 9 3 4 5 afsende
Oprindel-‘ I 4 2 e 6
sessted 2 2 4 6
nr. (i=) ‘ 3 0 3 3
Ialt at 4 9 9 4 3 15

modtage

% Ifr. f. eks. A. Charnes & W. W, Cooper, ,The Stepping Stone Methed of Explain-
ing Linear Programming Caleulations in Transportation Problems®, Management
Science, YVol. 1. No. 1. October, 1954,
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(Denne basislesning er degenereret. idet kun 5 af tallene i tabellens
indre er  0; der skal 3 4+ 5 -~ 1 = 7 variable til at danne en basis, og
vi skriver da 0 pa de to tomme pladser, der passeres fra vejen fra nord-
vest til sydest, for at markere, at vi lader de tilsvarende to variable
indga med vardien nul i basislesningen). De tilsvarende transport-
omkostningskoefficienter er som folger:

TAVEE 11—

Cij 1 2 3 4 5
| 1 2 2 2
2 2 8 4 1 2
3 9 3 2 3

Enhver af de tomme pladser i den ferste tabel reprasenterer en
variabel, der ikke er med i basen, og som altsd kan komme pi tale
som indgdende variabel. Lad os f. eks. undersege, hvad der sker, hvis
vi med udgangspunkt 1 tabellen giver xo1 en tilvackst x, medens de av-
rige variable udenfor basen fremdeles holdes pd nul. Vi skriver altsd
+x pa x2's plads:

TAVLE 11—
1 2 3 4 5
] 4 —x o 04x 3
2 +x 2—x 4 G
3 0 3 3
1 9 9 4 3 15

Na vi saledes legger x til xa1 (der for var 0), md vi til gengald trackke
x fra en basisvariabel i samme rakkehvis bibetingelsen i denne rakke
skal holde. Vi sztter da den nye vardi for xz3 lig 2 x: x13 ma da i et
tillieg pa x, hvis bibetingelsen for sejle 3 skal holde, og x11 mé da til
gengaxld formindskes med x. Herefter passer samtlige bibetingelser igen,
og lader vi x vokse, indtil en af de hidtidige basisvariable kommer ned
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péd nul, far vi dermed en ny basislesning; det ses at ske for x = 2, og
xz1 har da erstattet x23 i basen. Men om det er fordelagtigt siledes at
tage x21 ind i basen, er et andet sporgsmdl; det afhanger af fortegnet
for simplex-koefficienten zz1—c21. Den er meget let at beregne; tabel 5
viser umiddelbart. hvilke variable der bereres af overgangen fra den
ene basis til den anden — nemlig dem, pd hvis pladser x optrader — og
netto-meromkostningen ved at indfere x2 i basen med vardien x bli-
ver da

C2IX — C23X -+ Ci3xX — cnx

Simplex-koefficienten zai—ca. der angiver nettobesparelsen regnet
pr. enhed af xs, bliver derfor

z21 ~— C21 = (c2w = ¢y + cu) — ca = 3.

Tilsvarende kan man beregne simplex-koefficienten for hver af de
svrige variable udenfor basen, og tallene indferes pd de tomme plad-
ser i tabellen; resultatet fremgér af [elgende tabel:

PAVLE-IV.
. _ Ialt at
l 2 ) i 3 afsende
(4) (2) (0) -5 -2 6
I 9 3 0 (2) (4) 0 6
3 (5] 2 2 (0) (3) 3
Ialt at 4 2 2 4 3 15
modtage

Pa de pladser, der svarer til basisvariable, opferes disses vardier 1
en cirkel — her af typografiske grunde markeret med en ( ) —. medens
de avrige pladser er udfyldt med simplex-koefficienterne for de respek-
tive variable. Tabellen kan altsa opfattes som en simplex-tavle for det
ferste beregningstrin i kondenseret form. Den sterste simplex-koeffi-
cient — der settes i en firkant, her markeret med en [ | — er zn — e =
5, og xu1 er folgelig den indgdende variabel. Den udgdende variabel be-
stemmes som den af de variable, som ferst bliver nul, nir xu vokser;
idet vi for xu = x har xa = 0 — x. ses det, at xu kommer ind i hasen



S0

med vardien nul i stedet for xu (d.v.s. den ene degenererede basis
aflaser den anden), og i den nye .simplex-tavle® skal vi altsi skrive
0 pa xu's plads, medens pladsen for xz: nu lades blank. Lesningen
m. h. t. de evrige basisvariable gdr i dette tilfeelde uforandret over,
idet tilvacksten resp. fradraget x er nul.

Tavle Il — den. der svarer til det andet beregningstrin - fir vi nu
pa samme made ved at indfere den nye basislosning i en ellers blank
tavle og derpi beregne simplex-koefficienterne, og si fremdeles. Siledes
fortsaetter vi, indtil der ikke lwengere forekommer positive simplex-
koefficienter, hvilket ses at indtraeffe i tavle V7). Her repracsenterer de
i () anforte tal en optimal basislesning (ikke degenereret), og den til-
svarende vaerdi af omkostningsfunktionen ses at blive ¢ = 21:

TAVLE V- ™

[alt at

! 2 3 E g alsende
1 (4) (2) (0) -3 3 6
I1 2 3 0 (2 (4) [5] G
3 0y -3 -3 -5 (3) 3
] (2) (2) (2) 2 (3] 6
111 2 -2 -5 -5 (4) (2) 6
3 (2) -3 -3 0 (1) 3
1 (1) (2) (2) -1 (1) 6
v 2 1] -2 -2 (4) (2) 6
3 (3) -3 -3 -3 -3 3
1 -1 (2) (2) -1 (2) 6
V b (1) -2 -2 (4) (1) b
3 (8) -2 -2 -2 -2 3
Ialt at modtage 4 2 2 4 3 15

¥) Hvis en eller flere simplex-koefficienter i tavle V havde veret nul, ville losningen
stadig have wvieret optimal. men der ville da have eksisteret alternative optimale
losninger,
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Den optimale kombination af ruter er vist grafisk pad figuren neden-
for. hvor tallene — losninger m. h. t. xijerne — er fort pi.

i
< b

[2+]
i

Ved den praktiske beregning af simplex-koefficienterne er det ikke
nedvendigt at tilfeje +x og —x i de med ( ) betegnede rubrikker, der
pavirkes af en tilvaekst i xi;. Med lidt evelse kan man nemlig umid-
delbart se, hvilke af basisvariablerne der vil blive pavirket. Princippet
er det, at man ud fra xi's plads bevaeger sig vandret ud ad den i'nde
rackke til en cirkel, hvorfra man kan gd videre i lodret retning til en
anden cirkel, og si fremdeles — skiftevis vandret og lodret — indtil man
havner i en cirkel i den j'nde sejle, hvorfra man bevager sig lodret til
xij's plads. Man skal bevage sig ad den kortest mulige rute, og de
cirkler, hvor man skifter retning, reprasenterer de basisvariable, hvis
veerdier bliver pavirket, og hvis c'er altsi kommer til at indgd med
koefficienten +1 eller —1, d.v.s. med skiftevis positivt og negativt
fortegn, ved beregningen af z;—¢;; ). (Det vil viere praktisk at notere
cij'erne everst til venstre 1 hver rubrik i samtlige tavler, s& at man slip-
per for hele tiden at skulle sl op® i omkostningstabellen). Det er hel-
ler ikke nadvendigt at udfylde alle pladserne i hver tavle; si snart man
har fundet en positiv simplex-koefficient, kan man standse udfyldnin-
gen og betragte den pdgaeldende koefficient som den ,mest positive®, der
bestemmer den indgdende variabel. Den wudgdende variabel er til en-

¥] Man kan opfatte () som .treedesten”, som man benytter med udforskningen af
x;;'s omegn (deraf navnet ,the stepping stone method®). Eller man kan tenke sig
tavlen som et skakbrat, hvor ruterne fastlegges ved operationer med et tdrn, be-
gyndende og sluttende i rubrikken x;;.
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hver tid bestemt ved det mindste af de med ( ) anferte tal i den ind-
gaende variabels rute, der giver et positivt bidrag til dens simplex-
koefficient ( det er nemlig disse tal, der far tilfajet —x), og tallet
angiver tillige den veerdi, hvormed den indgiaende variabel optrader
i den naste tavle, altsa korrektionsleddet x. De avrige med ( ) anferte
tal 1 den neste tavie findes ved at addere eller subtrahere dette x i den
hidtidige basislesning, men heller ikke hertil er det nadvendigt at skrive
x'erne ned; man begynder med at indsectte tomme ( )’er pd de rette
pladser, udfylder si de indgdende variabels ( ) med vardien for x,
og kan herefter udfylde resten af pladserne under hensyn til bibetin-
selserne (summerne i marginen).

3. Praktishe anvendelser.

Transportplanlaegning er et af de omrader, hvor man har haft sterst
succes med praktisk anvendelse af linezer programmering. Det kan f. eks.
nevnes'), at det amerikanske levnedsmiddelfirma H. J. Heinz Co.. der
fremstiller tomat-ketchup i 5-6 fabrikker og fordeler produktionen pa
omkring 70 hoveddepoter spredt over U. S. A., har sparet flere tusind %
| fragtomkostninger pr. halvir ved at g over til at planlaegge trans-
porterne ved linewr programmering; metodens store simpelhed har
vderligere gjort det muligt for virksomheden at planlegge pd maneds-
basis 1 stedet for kvartalsvis, siledes at transportplanlagningen 1 hejere
grad end hidtil har kunne baseres pa de nyeste produktions- og salgsdata.

Problemstillingen dakker en lang razkke andre praktiske planlag-
ningsopgaver!?). Under den anden verdenskrig stod man over lor det
problem at planlagge transporterne af givne ladninger over Atlanter-
havet pa en sddan mide, at tonnagen blev udnyttet bedst muligt, udtrykt
ved minimal sejltid 1 ballast — det var denne opgave, der gav stodet til
formuleringen og lesningen af det generelle transportproblem - og
tilsvarende problemer mi nedvendigvis forekomme inden for sterre
transportvirksomheder, bide rederier og jernbaneselskaber (dirigering
af tomme godsvogne).

IEn nwer beslegtet problemstilling har man, hvor de produktmangder,
der skal fremstilles og afsendes fra hver fabrik, ikke er fastlagt pa
forhdnd, men blot skal holdes inden for givne kapacitetsgreenser (d. v. s.
den ene gruppe af bibetingelser bliver uligheder) ; opgaven gér da ud pa

¥ e A Henderson & R. Schlaifer, .Mathematical Programming: Better Information
for Better Decision Making®, Harvard Business Review, May-June 1954, p. 78,

e L eks, op.cit, pp. 79 fE,
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at planlezgge produktion og transport under ¢t pd en sidan mide, at
de samlede produktions- og transportomkostninger skal vaere mindst
mindst mulige. Herved bestemmer man alts, samtidigt, hvor meget hver
fabrik skal producere, og hvilke depoter der skal forsynes fra hvilke
fabrikker. Det ovennzvnte amerikanske firma (Heinz Co.) benytter
ogsd linewr programmering pid opgaver af denne type. En lignende
problemstilling har man, ndr en virksomhed skal planlegge indkeb og
transport af rdmaterialer, der kebes hos forskellige leveranderer i for-
skellige landsdele og skal fordeles til de forskellige fabrikker, virk-
somheden cjer, pd en sidan made, at indkobs- plus lransportomhost-
ninger bliver sd smd som muligt. Det amerikanske forsvarsministerium
angives at have sparet betydeligt belab i transportomkostninger ved at
lose sadanne problemer ved hjalp af line@r programmering. Endvidere
kan man komme ud for, at ogsd de bibetingelser, der refererer sig til
modtagelsesstederne, har form af uligheder, nemlig nir den samlede
produktion og dens fordeling pd depoter (d.v.s. salget og dets geo-
grafiske fordeling) sdvel som pa fabrikker ikke er eksakt fastsat pa
forhind; i dette tilfzelde fir man et maksimumsproblem, idet man skal
maksimere den samlede salgsindiegt minus variable produklions- og
transportomkostninger.

Det kan endelig navnes, at ethvert programmeringsproblem, der kan
stilles op i en tabel som ovenfor — med en bestemt vurderingskoefficient
knyttet til enhver kombination af et ,input® og et ,output® (i videste
forstand) — formelt kan stilles op og leses som et transportproblem!?),
Det gzlder f. eks. visse typer af blandingsproblemer, og det gzlder si-
danne problemer som det at beregne, hvorledes man skal fordele et givet
seet produktionsordrer pd et antal fabrikker (anlag), der alle frem-
stiller de pigzldende produkter under givne kapacitetsbegrensninger,
nir de samlede produktionsomkostninger for fabrikkerne under ét skal
vaere minimum, eller det at fordele (allokere) givne mangder af et an-
tal rastoffer pa et antal fabrikker, nir disses samlede overskud skal
maksimeres!?).

1y Jfr. nmrmere op. cit., pp. 98 1.

12} Et konkret eksempel (et antal olicraffinaderier, der udnytter de samme riolier)
findes i G, H. Symonds, Linear Programming: The Selution of Refinery Problems,
New York 1955 (udg, af Esso Standard Qil Co.), kap. 9.



