. Markovkader og samfundsforskning
Af Ernst Lykke JeEnsen?)

Inden for sandsynlighedsregningen har en vasentlig del af bestree-
belserne veret rettet mod udforskningen af egenskaberne ved handel-
sesforleb, i hvilke hndelserne er indbyrdes uafhzengige. Som et simpelt
eksempel kan man tenke sig et forseg, der kun kan give to udfald, As
og As, der gensidigt udelukker hinanden, f. eks. krone og plat ved kast
med en ment. Ved n gentagelser af forseget realiseres et eller andet

handelsesforleb, f. eks. falgende for n=5
H=A1A:A2A1Az . (1)
Sandsynligheden S(H) for netop dette haendelsesforleb er
S(H)=S1(A1)-S2(As|Ai) - Ss(Az|A1Az) - Ss(Ai| A1 AsAs) - Ss(Az|A1A2AsA4),(2)

hvor Si{A1) er sandsynligheden for handelsen A i forste forseg, og hvor
f. eks. Ss(A2/A1As) er sandsynligheden for forekomst i tredie forsog af
haxndelsen Az betinget af, at A forekom 1 forste og Az 1 andet forseg.
Opstiller man nu den

Forudsetning 1, at udfaldet af et vilkdrligt forseg er uafhangig af
udfaldene i de foregdende forseg,

forenkles formel (2) til
S(H)=S81(A1) - Se(Az) - Sa(Az) - Ss(Ad) - Ss{Az) . (3)

Forudsztningen indebzrer nemlig, at f. eks. Az i tredie forseg forekom-
mer lige hyppigt, hvadenten As efterfalger A1Ay, A1Asz, AsAy eller AsAs,
siledes at de betingede sandsynligheder Ss(AzAiA1), Si(AgAiAs),

Y cand. polit., Kebenhavns Universitets Statistiske Institut.



. Markovkader og samfundsforskning
Af Ernst Lykke JeEnsen?)

Inden for sandsynlighedsregningen har en vasentlig del af bestree-
belserne veret rettet mod udforskningen af egenskaberne ved handel-
sesforleb, i hvilke hndelserne er indbyrdes uafhzengige. Som et simpelt
eksempel kan man tenke sig et forseg, der kun kan give to udfald, As
og As, der gensidigt udelukker hinanden, f. eks. krone og plat ved kast
med en ment. Ved n gentagelser af forseget realiseres et eller andet

handelsesforleb, f. eks. falgende for n=5
H=A1A:A2A1Az . (1)
Sandsynligheden S(H) for netop dette haendelsesforleb er
S(H)=S1(A1)-S2(As|Ai) - Ss(Az|A1Az) - Ss(Ai| A1 AsAs) - Ss(Az|A1A2AsA4),(2)

hvor Si{A1) er sandsynligheden for handelsen A i forste forseg, og hvor
f. eks. Ss(A2/A1As) er sandsynligheden for forekomst i tredie forsog af
haxndelsen Az betinget af, at A forekom 1 forste og Az 1 andet forseg.
Opstiller man nu den

Forudsetning 1, at udfaldet af et vilkdrligt forseg er uafhangig af
udfaldene i de foregdende forseg,

forenkles formel (2) til
S(H)=S81(A1) - Se(Az) - Sa(Az) - Ss(Ad) - Ss{Az) . (3)

Forudsztningen indebzrer nemlig, at f. eks. Az i tredie forseg forekom-
mer lige hyppigt, hvadenten As efterfalger A1Ay, A1Asz, AsAy eller AsAs,
siledes at de betingede sandsynligheder Ss(AzAiA1), Si(AgAiAs),

Y cand. polit., Kebenhavns Universitets Statistiske Institut.



268

Sa(As AsAu) og Sa(AslAsAs) er lige store og altsd netop lig med sandsyn-
ligheden S3(Ay) for, at Az indtreeffer i tredie forsog.

I formel (3) har man ikke udelukket den mulighed, at sandsynligheden
for At henholdsvis As kan variere fra forseg til forseg. Ger man imidler-
tid felgende

Forudsetning 2, at sandsynligheden for et bestemt udfald af forseget
er konstant,

forenkles formel (3) til felgende udtryk
S(H)=S(A1) S(Asz)-S(Az)-S(A1)-S(A:) . (4)
Idet udfaldene Aj=krone og As:=plat ved montkast antages at til-

fredsstille de opstillede forudsatninger, er S{H) _ig sandsynligheden for

raekkefolgen krone, plat, plat, krone, plat ved fem kast med en ,xgte”

ment, d.v.s. en mant for hvilken S[A:]=S{Ag)=—i—- :

De foranstiende bemzrkninger tjener til at vise vej mod en generalisa-
tion af den model, der hviler pad forudsztningerne 1 og 2. Det er nar-
ligrende som et forste skridt pd vejen at lade udfaldet af et bestemt for-
sog afhaenge af udfaldet 1 det umiddelbart foregdende forseg, men der-
imod ikke af det tidligere haendelsesforleb. Dermed erstattes forudsetning

I af
Forudsztning 1°. Udfaldet af et vilkdrligt forseg er afhangig af, og kun
af, udfaldet 1 det n@ermest foregiende forseg.
Hendelsesforlobet H 1 (1) har da, jfr. (2), sandsynligheden
S(H) =Si(A1) - S2{ A2/ A1) - Sa(AelAs) - Ss(ArlA2)-Ss(A2lAy) . (5)

Om de i (5) indgdiende betingede sandsynligheder gor vi nu

Forudseining 2'. Sandsynligheden for et bestemt udfald i et forseg be-
tinget af et bestemt udfald i det foregdende forsog er
konstant.

Dette betyder, at Se(As|A1) og Ss(A2 A1) er lige store, og vi kan derfor
skrive (5) pd formen

SfH:] Sl(r"u A2|ﬁ1 Aa'f\ A1|A.‘a Az]hd . {5]

En folge af forsog, for hvilke sandsynligheden for ethvert endeligt
hzndelsesforleb af typen (1) kan beregnes p& den 1 (5) angivne mdde,
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kaldes en Markovkade 2). Er forudsetning 2’ opfyldt, gelder (6). og Mar-
kovkeaden siges at have konstante overgangssandsynligheder.

Som sagt, de betingede sandsynligheder, der indgér i (6), kaldes over-
gangssandsynligheder; f. eks. er S(As|A1), som herefter betegnes pie, sand-
synligheden for overgang fra udfaldet A; i et vilkarligt forseg til udfaldet
Az i det efterfalgende forseg. Da vi betragter et forseg med to udfald, ma
der specificeres fire overgangssandsynligheder pi, pi2, pa1, pee, som det
viser sig at vaere bekvemt at ordne 1 raekker og sojler i folgende kvadrat-
formede, sdkaldt stokastiske, matrix:

P = ( pit pt2 ] . (7)

P21 pez

Det er klart, at rekkesummerne 1 P er lig med 1; f. eks. er pru+prz=1,
fordi det er sikkert, at A1 i et forseg enten efterfolges af As eller Az i det
naste forsog.

Af hensyn til anvendelsernc indfores nu en anden terminologi. I stedet
for at sige, at et givet forseg resulterede 1 udfaldet As, vil vi tale om, at
systemet pa det pigzldende tidspunkt befinder sig i tilstanden Az Vi vil
endvidere nummerere tidspunkterne fra 0 og opefter, siledes at handel-
sesforlebet (1) angiver, at systemet er i tilstanden A; pd tidspunktet t = 0,
i tilstanden Ae pi tidspunkt t == 1 o.s.v. Den i (1) angivne udvikling af
systemet fra t = 0til t = 4 kan da tilknyttes sandsynligheden

S(H) = wi - p12+ ps2 - pat - pr2 (8)

hvor w er sandsynligheden for, at systemet til tiden t = 0 befinder sig 1
tilstanden Ai. Da vi betragter et system med kun to tilstande, angiver tal-
parret (w, ug) systemets sandsynlighedsfordeling pd udgangstidspunktet.
d.v.s. wi-+uz=1. Den kaldes for udgangs- eller initialfordelingen.

Det stir nu klart, at med en given udgangsfordeling og en given stoka-
stisk matrix P kan systemets sandsynlighedsfordeling beregnes for alle
veerdier af t. Med andre ord, systemets fremtidige udvikling kan forud-
siges i sandsynlighedsmassig forstand. Speciel interesse knytter der sig
til fordelingens opfersel for store vaerdier af t; greensefordelingen, d.v.s.
fordelingen for t—oe, kaldes stationwr, hvis dens udsende ikke beror pi t.

Det siger sig selv, at modellen uden videre gencraliseres til et vilkér-

%) Efter den russiske sandsynlighedsteoretiker A.A. Markov (1856-1922). En ind-
glende behandling af teorien findes i W, Feller: An Introduction to Probability Theory
and its Applications, Vol. I, Second Edition. Wiley, New York, 1957, Kapitlerne 15
og 16
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ligt endeligt3) antal tilstande Ai, As, ---, Ax. Med konstante overgangs-
sandsynligheder kan systemets fremtidige udvikling forudsiges ved hjzlp
af udgangsfordelingen

uy, uz, =+, Uk {Q}
og den stokastiske matrix

pit piz -+ Pik (10)
ps: ps -+ P

Pxt pr2 - Pk J

i hvilken diagonalelementet p;; angiver sandsynligheden for, at systemel
forbliver i tilstanden A;jfra et tidspunkt til det nzweste, medens pi; er sand-
synligheden for overgang fra tilstanden A; til tilstanden A;, Som tidligere
navnl er riekkesummerne i P lig med 1, d.v.s.

pit b opiz b e 4+ opi + o 4 ee  opie + = 1L (11)

Lad os pa dette sted standse ¢t ajeblik og se pa de eventuelle anven-
delsesmuligheder for den betragtede model. Det bedste udgangspunkt for
en sadan dreftelse fir man, nir man erkender modellens fundamentale
kendetegn: Systemets fremtidige udvikling er betinget udelukkende af
dets nutidige tilstand, hvorimod den historiske udvikling, der har reali-
seret denne tilstand. er uden betydning. Dette forhold er naturligvis i flere
lorbindelser en svar hindring for anvendelse af Markov-modellen inden
lor ekonomisk og social forskning. P4 den anden side er den dynamiske
betragtningsmide modellens fornemste kendemarke. og dermed er der i
hvert fald knyttet et staerkt bind mellem adskillig samfundsforskning pa
den ene side og sandsynlighedsregning pa den anden side. Modellen er
med sit dynamiske oplaeg et skridt i en rigtig retning. P4 de omrdder,
hvor modellen er dbenbart urimelig, har man i det generelle oplag
1 indledningen, jfr. (2), 1 princippet mulighed for at @ndre den pd en
sadan made, at den bliver mere virkelighedsbetonet. Noget andet er sa,
om modellen i matematisk henseende bliver hiindterlig. Hvad angar den
beregningstekniske side af sagen kommer man vel ikke i nad i elektron-
regnemaskinens tidsalder.

Pa denne baggrund skal der i det folgende n®vnes en rekke omrider
for mulig anvendelse af det fremferte begrebsapparat; den faktiske an-

) Teorien for uendelige Markovkader skal ikke her gores til genstand for omtale.
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vendelse af det forbliver 1 hvert enkelt tilfzelde, 1 storre eller mindre
grad, et ,quaestio facti®.

1. Ved opinionsundersegelser 4) er det af interesse at kende ikke alene
befolkningens indstilling pd et bestemt tidspunkt, men ogsi at kunne
foretage ekstrapolationer vedroerende udviklingen i denne indstilling.
Det er naturligvis en mulighed at foretage en undersegelse pa to eller
flere hinanden efterfolgende tidspunkter, hvorefter man pd grundlag
af de indsamlede oplysninger skonsmassigt vurderer den fremtidige
udvikling. Markov-modellen har imidlertid den fordel, at den objek-
tivt giver anvisning pd, hvorledes ekstrapolationen skal udfares.

Det kan f. eks. dreje sig om en valgforudsigelse, siledes at systemets
tilstande er de partier, der kan stemmes pé; elementet pi; i den stoka-
stiske matrix er sandsynligheden for, at et individ pa ¢t tidspunkt
vil afgive sin stemme pé partiet A;, nir det pd det umiddelbart fore-
gdende tidspunkt havde til hensigt at stemme pd A;. Det er klart, at
man ved analysen nedsages til at tage hensyn til en raekke forhold;
der rejser sig saledes sporgsmilet om inddeling af valgerne clter
ken, alder, erhverv o.s.v., ligesom der ma tages hensyn til, at vaclger-
skaren bestdr af en hird kerne og en mere eller mindre flydende
veelgermasse.

2. Som et andet muligt anvendelsesomride kan man nzvne de sikaldte
konjunkiurtest 5), hvor man klassificerer de adspurgte virksomheder
efter forskellige kendetegn, f. cks. lagerstorrelse, i f. eks. tre grupper
(tilstande): fremgang, stilstand og tilbagegang.

8. I hvert fald som et udgangspunkt kunne man forsege at angribe pro-
blemet om arbejdskraftens beveegelser %) sandsynlighedsteoretisk ef-
ter de her beskrevne retningslinier. Drejer det sig f. eks. om den fag-
lige bevagelighed, reprasenterer fag eller industrigrupper de for-
skellige tilstande i modellen. Ogsd her vil man naturligvis std overfor
vanskelige sporgsmal af samme karakter som navnt foran i forbin-
delse med opinionsundersogelserne, hvortil kommer, at mobiliteten er
afhengig af situationen pi boligmarkedet, scesonvariationer i beskaef-
tigelsen, det okonomiske udviklingstrin og tempo i forskellige egne

1) Se eksempel 2, p. 275

%) Helge Munksgaard: Konjunkturtesten. — Et moderne bidrag til bedommelse af
afsetningssituationen. Nationalskonomisk Tidsskrilt, 1958, 96. bind, 1.-2. hefte.

%) F.Blumen, M. Kogan, P.J. McCarthy: The Industrial Mobility of Labor as a
Probability Process. Cornell Studies in Industrial and Labor Relations, Vol. 6, 1955.
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af landet og konjunktursituationen i det hele taget; ogsd hele sporgs-
milet om uddannelsen kommer ind i billedet som en vigtig faktor.

En markedsundersogelse har f. eks. til formil at belyse en virksomheds
markedsandel for en vare. Ved hjzlp af en reprasentativ undersa-
gelse kan markedsandelen fastslis pd undersegelsestidspunktet 7);
det kan imidlertid ogsd have interesse at forudsige udviklingen i mar-
kedsandelen; en Markovkzde med to tilstande kan eventuelt benyttes
hertil. En husstand er i tilstanden A4, hvis den forbruger pigaldende
varemarke, ellers 1 A, og markedsandelen er antallet af husstande,
der forbruger varemarket i procent af antal husstande, der forbruger
varearten.

Iidtil har vi karakteriseret de forskellige tilstande kvalitativt. Man
kan imidlertid knytte en talveerdi, x;, til hver tilstand, Ai.Derved frem-
kommer den sxrlige type af stokastiske processer, som kaldes Markov-
processer. Herved forstds altsi en folge af stokastiske variable X, X,
Ko, +v o, Xy, +++, hvor den variable til tiden t, X, kan antage de mu-
lige vaerdier x1, x2, - - -, Xk, med den egenskab, at f. eks.

S(Xo=x;, Xi=x;, Xe=xn, Xsg=xx)

=5(Xo=xi) - S(X1=xj| Xo=1x;) - §(Xo=xm| X1 =x;) - 5 Xy ==xx| Ko ==xum),

jir. (6). Den variabel, hvis tidslige udvikling betragtes, kan f. eks. vare
prisen pd en vare, virksomhedernes lagerhold o.s.v. Det vil ses, at
denne betragtning dbner mulighed for anvendelse af teorien for Mar-
kovprocesser inden for dele af okonomisk teori, f. eks. konjunktur-
forskningens periodeanalyse og pristeorien 3).

Efter denne omtale af nogle mulige anvendelser af Markovmodellen

vil vi forsege pd simpel mide at redegere for den teknik, der muliggar
beregning af systemets sandsynlighedsfordeling pd et vilkirligt fremtidigt
tidspunkt pa grundlag af udgangsfordelingen (9) og den stokastiske ma-
trix (10). Af hensyn til overskueligheden indskraenker vi os til at betragte
en Markovkade med tre tilstande. Idet altsd fordelingen pa tidspunkt

t

= 0 er

u, ug, uy o, (12)

") Finn Madsen: Nye metoder i markeds analysen, Nordisk Tidsskrift for industriel

Statistik, Bind 3, Haelte 2, 1958,

¥) F. Zeuthen: Economic Theory and Method, 1955, Kapitel 35 og 36.
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hvor w1 + uz +us = 1, og de konstante overgangssandsynligheder er gi-
vet ved den stokastiske matrix

Pt p12 pis
P = pa pz pm (18)
Ps psz P »
ensker vi at beregne systemets sandsynlighedsfordeling for t = 1, 2,

8, -+ . Betragt f. eks. tilfeeldet t = 2. Lad det vaere givet, at systemet
pd tidspunktet t = 0 befinder sig i tilstanden As; under denne forudsaet-
ning er sandsynligheden for, at det pa tidspunktet t = 2 befinder sig 1 til-
standen As, lig med

p? = paipiz -+ pszpzz + papsz (14)

idet f. eks. p1sp12 er sandsynligheden for, at systemet frat = 0 tilt = 1
bevaeger sig fra tilstanden As til tilstanden A: og dernst fra t = 1 til
t = 2 overgdr fra As til A2 Det bemarkes, at p{J erlig med produktsum-

men af elementerne i tredie rzkke og anden sejle i den stokastiske ma-
trix (13). Beregnes pd samme middc som angivet ved (14) de evrige sand-
synligheder, kan disse opstilles i folgende matrix

[P} P PR
PP=P.P=| pf PR PR | . (15)
pf PR P
Ved rxckke-sajle multiplikation af (13) med (15) fis dernaest
p(-‘i] P{S} PI:-*}

I iz Pis

PP=P.P=| pf} pf pf | . (16)
P} P pff
hvor f. eks.
PY = pa-pf) + pep§) -+ pup§ (17)

er sandsynligheden for, at systemet til tidspunkt t = 3 befinder sig i til-
standen A, nér det til tidspunkt t = 0 befandt sig i tilstanden As. Man
kan nu fortsztte pd den angivne mide og har generelt

P} pi} pf3
Pt=P.-pt = | pf} pf} pY (18)
il PR pf]
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Vi er nu ved hjzlp af (12) og (18) i stand til at finde de ssgte sandsyn-
ligheder u{", ul" og u'l¥ for, at systemet befinder sig i de tre tilstande pa et

vilkdrligt tidspunkt t:
u® = wp{9 + up® + uspl¥
) = wipl) + wp) + wpl) (19)
u) = wip{y + uspf] + uspfy
Sandsynligheden fremkommer altsd ved multiplikation af udgangs-
sandsynlighederne (12) med sajleelementerne i (18). (Lasere, der er be-
kendt med matrixregning, vil kunne udtrykke det foregdende mere kort-

fattet og elegant ved indferelse af matrixnotation og anvendelse af reg-
lerne for regning med matricer).

Hvis p' for voksende t konvergerer mod en matrix med ens rakker,
d.v.s.

[ P Pl Pl | prop2 ps |
PSP P | = prop2 o . (20)
N U 1 I TR S O
ses det af (19), da wi + ue + us = 1, at systemets sandsynlighedsfordeling
konvergerer mod en stationwr fordeling:
uf) — pe . (21)
U{Sﬁ — P‘I!
Graensefordelingen er altsd vafhaengig af udgangsfordelingen ).

Vi vil herefter gennemga et par eksempler, der kan tjene til at belyse
teorien.

Eksempel 1.
Bl. a. pd baggrund af hvad der er omtalt under punkt 4 p. 16 vedro-

rende markedsundersogelser, har det en vis interesse at betragte en Mar-
kovkeede med to tilstande med folgende overgangssandsynligheder

PI( -8 8 )

i ] =re

%) Se herom Feller, op. at, p. 356 [T, cller B. W. Gnedenko: Lehrbuch der Wahi.
scheinlichkeitsrechnung. Akademie-Verlag, Berling 1937, p. 105,
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Man kan tznke sig, at man pa ethvert tidspunkt inddeler husstandene
1 to grupper: husstande i gruppe 1, der er forbrugere af varemaerket, og
husstande i gruppe 2, der ikke er forbrugere af varemarket. « er da den
brokdel af husstandene i gruppe 2, som fra et tidspunkt til det naste flyt-
ter over i gruppe 1. Tilsvarende er # sandsynligheden for, at en husstand,
der pa et tidspunkt er forbruger af varemaerket, pd det nazrmest efterfel-
gende tidspunkt ikke er forbruger af varemzarket.

Det kan vises 19), at

B = i+ oll-a-t)
pil = ﬂ;'_c:—ﬁ = ﬁg(l-a-ﬂ}'
pY = - oll-aep)
Pl = {;% + ryileap!

Da der kun knytter sig interesse til tilfzeldene 0<a<l og 0<A<I,
ses det, at (1-e—f)* gir mod nul for voksende t. Fordelingen pé de to til-
stande er altsd for store veaerdier af t stationzr med

—_4d =B
p1L= m{)g pz = mf
Eksempel 2.

Talmaterialet til dette eksempel stammer fra T. W. Anderson: ,Proba-
bility Models for Analyzing Time Changes in Attitudes® i P. F. Lazars-
feld (red.): ,Mathematical Thinking in the Social Sciences“. The Free
Press, Glencoe, Illinois. Second Edition, 1955.

En gruppe pé 600 personer i Erie County, Ohio, blev i forbindelse med
en undersegelse, foretaget af ,Bureau of Applied Social Research®, inter-
viewet 1 hver af minederne maj—oktober 1940. Et af spergsmélene angik
hvilken kandidat den adspurgte havde til hensigt at stemme pi ved valget
i november, Svarene blev grupperet i tre grupper: Republikaner (R), De-
mokrat (D) og ved ikke (O); den sidste gruppe omfatter ogsd svarnzgtere
og svaret ,Andre kandidater®, Der var 445 personer, som besvarede alle
seks interviews.

10) Feller, op. cit. p. 384, se ogsd S. Goldberg: Introduction to Difference Equations.
Wiley, New York, 1958, p.p. 217-35.
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| nedenstiende fem tabeller er de 445 personer grupperet efter deres
hensigt med hensyn til stemmeafgivning i to pa hinanden felgende mi-
neder.

Juni Juli
R D O | lalt /R D O | Ialt
R 125 5 16 | 146 R 124 3 16 | 143
Maj D 7106 15 | 128 Juni D 6 100 14 | 129
0 11 18 142 171 0| 22 9 142 | 178
Lalt 143 129 178 | 445 Ialt | 152 121 172 | 445
August September
R D O | lal R D O | lalt
R 146 2 4 . 152 R 18 1 7 192
Tuli D 6 111 4 | 121 August D | 4 140 5 149
0 10 36 96 | 172 O 10 12 8 | 104
lalt 192 149 104 | 445 Ialt | 198 158 94 | 445
Oktober

| R D O |Ilalt

R 192 1 5 | 108
September D 2 146 5 153

Q 11 12 71 94

Talt | 205 159 81 | 445

Ved rzkkevis at dividere ind i en tabel med tallene i tabellens hajre
margin fas sken over overgangssandsynlighederne; resultatet af bereg-
ningerne fremgar afl nedenstdende tabeller.

Juni Juli
R D O R D O _
R 0.856 0,034 0.110 R : 0867 0.021 0112
Maj D 0.055 0.828 0.117 Juni D , 0.047 0845 0,108
O [ 0064 0105 0831 O | 0127 0052 0821
August September
R D0 __R_D 0
R : 0961 0,015 0.026 R 0958 0,005 0037
Juli D | 0.050 0917 0.085 Aupust D 0.027 0940 0.033
0 | 0233 0209 0558 0 0.096 0115 0.789
OLtober
R D O
R | 0970 0005 0025
September D | 0.013 0954 0.033
0 | 0117 0128 0755

Lad os et ejeblik antage, at der er tale om en markovkade med kon-
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stante overgangssandsynligheder, d.v.s. at de fem stokastiske matrixer
kun afviger tilfeldigt fra hinanden. Efter juni-interviewet opstilles maj-
juni-matricen; dernast beregnes P?, jfr. (18), hvorefter de beregninger,
der er vist i (19), udferes; u'erne reprasenterer fordelingen af de 445
personer pd de tre grupper i juni, d.v.s. ur = 143, uz = 129 og us = 173.
Dermed har man en forudsigelse [or november mined af, hvorledes de
445 personer vil fordele sig pd grupperne R, D og O. Efter juli-inter-
viewet foretages en sammenfatning af maj-juni og juni-juli matricerne;
, ) 7+6
hyppigheden, der f. eks. skal sti pd pladsen (DR), bliver 281190
Denne matrix multipliceres med sig selv 4 gange, og man har sa ved
hjelp af julifordelingen en forudsigelse for november mfined. Tallene
1 tabellerne viser imidlertid klart, at der ikke kan vare tale om en for
hele perioden felles matrix af overgangssandsynligheder. Det oplyses
i den citerede afhandling, at det republikanske konvent afholdtes mellem
juni og juli-interviewet, medens det demokratiske afholdtes mellem juli
og august interviewene; og it may be expected that the probabilities of
one changing his mind are different before the conventions and after the
conventions. This is observed casualy in the tables above. We see that
before the conventions the probability is about "85 of retaining one's
opinion for a month. However, after the conventions the probability is
about '95 of retaining vote intention for one of the major parties®
(op.cit.p.49). Ved hjzlp af et statistisk test pdvises det, at der ikke er
noget til hinder for at antage, at de to ferste matricer kun afviger tilfzl-
digt fra hinanden, og det samme galder for de to sidste matricer: ,The
results of this analysis is that the changes in the first two periods are
explained by one model, and the changes in the third period are explained
by a second model, and the changes in the fourth and fifth periods are
explained by a third model® {op.cit.p.49-50). Selv om konklusionen lyder
besnzrende, kan man maske vare lidt skeptisk overfor, om observatio-
nerne virkelig stotter den. Betragter man grupperne R og D, vil man se,
at diagonalelementerne gennem hele perioden systematisk foreges, me-
dens elementerne uden for diagonalen systematisk aftager. Det er derfor
miske mere rimeligt at betragte perioden under et og anlagge det syns-
punkt, at hele perioden kan beskrives ved een model; der bliver i si fald
tale om en model, hvor overgangssandsynlighederne zndrer sig efter et
eller andet bestemt menster, jfr. (5).

Akcepterer man, at perioden for valgkampagnen med hensyn til vel-
gernes stemmehensigter kan opdeles 1 tre [aser, kan de to sidste matricer
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pd den tidligere angivne mide sammenfattes til felgende matrix med
gyldighed for valgkampens slutfase

R (0.964 0.005 0.051
P = | 0.020 0947 0.033
0.106 0121 0773

M
Vi kan pd grundlag af P forudsige valget 1 november. I tabellen neden

for er forudsigelsen sammenlignet med oktoberhensigterne og den faktiske
stemmeafgivning.

S TS
Oktober-hensigten 205 159 8]
Forudsigelse ved 1?' 210 161 74
Faktiske stemmetal 204 146 95

A
Tallene, der angiver forudsigelsen ved P, fremkommer ved at beregne

A
produktsummerne af sejleelementerne i P med tallene, der angiver for-
delingen i oktober, se september-oktober matricen. I, eks. er

205-0.9644-159-0.0204-381-0.106 = 210

Der er forskelle mellem forudsigelsen og den faktiske stemmeafgiv-
ning. ., The most reasonable explanation of this discrepancy is the diffe-
rence between verbalizing a vote intention and action. It is well known
that in general not everyone who intends to vote actually does so. Fur-
thermore, other studies show that Democrats are more vote-delinquent.
Qur analysis bears this out® (op.cit.p.52). —

Vi har i det foregdende kun betragtet Markovkader med konstante
overgangssandsynligheder. Man kan i dette tilfzlde beregne sandsyn-
ligheden for systemets overgang fra én tilstand til en anden tilstand t
perioder senere ved at multiplicere overgangsmatricen P med sig selv
t gange, jfr. (18). Disse sandsynligheder er de samme, uanset hvor tids-
intervallet af laengden t placeres. Betegner man med pij(m,n) sandsyn-
ligheden for systemets overgang fra tilstand i pd tidspunkt m til tilstand j
pd tidspunkt n, galder det altsd, at

pij(m-+s, n+s) = pij(m,n) = pY™ | (22)

d.v.s., at overgangssandsynligheden er vathaxngig af udgangstidspunktet
m og sluttidspunktet n; den afhanger kun af tidsafstanden n-m. Del
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fremgir endvidere af det foregiende, at overgangssandsynlighederne er
knyttet sammen ved relationen

. k
pEj‘H'“]' =2, p.pl - (23)

- ]

Nir overgangsmatricen andrer sig med tiden, sidan som det f. eks.
var tilfzldet i eksempel 2, har vi at gere med en Markovkaede med va-
riable overgangssandsynligheder, og teorien ma baseres pi udtrykket (5)
i stedet for udtrykket (6). I s& fald gelder relationen (22) ikke lengere
idet overgangssandsynligheden pij{m,n) afhanger af sdvel begyndelses-
tidspunktet m som sluttidspunktet n, og relationen (23) md erstattes af

den mere generelle relation mellem overgangssandsynlighederne
k

pi{tte) = 2 pu(t,r)- puilrts) (24)

der kaldes Chapman-Kolmogorovs ligning. Det bemrkes, at r er et
mellem ti og te vilkdrligt indskudt tidspunkt.

Det vil ses, at de to modeller, Markovkazder med konstante og variable
overgangssandsynligheder, 1 matematisk og beregningsmassig henseende
blot adskiller sig ved, at sidstnazvnte model er lidt vanskeligere at hind-
tere end den ferstnavnte. I stedet for at operere med een matrix P af
overgangssandsynligheder nedsages man til at arbejde med flere over-
gangsmatricer Pi, Pz, Py, - - - svarende til forskellige tidspunkter. Medens
sandsynligheden for overgang fra én tilstand til en anden i lebet af .
eks. tre perioder fis ved beregning af P? i den ferste model, fis den i den
anden model ved beregning af Pu-Ps-Ps, hvis begyndelsestidspunktet er
t=4, men af P5-Ps-Ps, hvis begyndelsestidspunktet er t=35,

Der er i den her givne fremstilling lagt afgerende vaegt pa at frem-
hzve modellens muligheder i1 prognostisk henseende. Inden man kommer
sd langt, m& der naturligvis udferes et stort statistisk og faglig-teoretisk
arbejde med henblik pd en simpel beskrivelse af det pAgzldende proces-
forleb. 1 denne forbindelse er det vigtigt, at det foreliggende statistiske
materiale inddeles 1 homogene undergrupper, f. eks. efter kriterier som
alder, ken, geografisk beliggenhed o.s.v. Det drejer sig da om for hver
undergruppe at finde frem til karakteristiske egenskaber ved overgangs-
matricen og de forhold af f. eks. sezsonmessig karakter, der betinger et
bestemt manster for udviklingen i overgangssandsynlighederne. Det nz-
ste skridt bestdr i en sammenligning af de forskellige undergrupper for
derved at finde frem til kriterier, der bringer de forskellige delomrader
ind under en fzelles synsvinkel. Ved en sddan analyse rejser der sig en
rakke statistiske problemer vedrerende estimation og hypotesepravning,
som falder udenfor rammerne af nerveerende artikel.

i



