Dynamisk programmering och
f[oretagsekonomiska problem

Av Berru. HavnsTen 1)
I

Dynamisk Programmering (D.P.) dr en matematisk metod, som ut-
vecklats frimst av Richard Bellman, Rand Corporation, Californien,
och som har visat sig viirdefull i vissa av de beslutssituationer som kan
mota ett foretag. Som namnet antyder dr det frimst i s. k. ,dynamiska”
situationer som D. P. dr anvindbar, En beslutssituation kallas dynamisk
om beslut vid en tid paverkar beslutsunderlaget for efterféljande beslut.
Sa till exempel dr ett lagerproblem dynamiskt om inkép under forsta
mdnaden t. ex. genom kvarvarande lager paverkar beslut om inkdps-
kvantitet i den andra mdnaden (ordertillfille antages foreligga endast
en ging 1 manaden).

En del situationer har emellertid liknande struktur fastin de inte ar
i denna mening (tids-)dynamiska. Om det exempelvis gdller att fordela
en given (knapp) investeringsbudget pa konkurrerande projekt ar det
tydligt att anslag till ett projekt paverkar besluten om anslag till de
aterstaende. I detta fall motsvaras tidsperioderna (mdnaderna) av anta-
let investeringsprojekt och det kan dirfér vara limpligt att anvinda
ordet ,steg“ for dessa och andra motsvarande ,uppdelningar® av en
situation. D, P. ar tillampbar pd sddana fler-stegs beslutproblem, dock
med den praktiska begriansningen att antalet pdverkande samband mel-
lan stegen inte dr alltfor stort.

Lat oss [orst konstatera att eftersom ett visst beslut piverkar forut-
sittningarna for andra beslut kan man i allmdnhet inte nad bista total-
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beslut genom att helt enkelt fatta bdsta beslut med avseende pd varje
enskilt steg. Ett traditionellt angreppssitt for sidana fler-stegs pro-
blem dr da att samtidigt se problemet i hela dess vidd, d. v. s. med hin-
syn till alla steg (méanader, investeringsprojekt ...). Man far alltsd en
hel uppsittning beslutsvariabler och viljer samtidigt basta virden for
hela uppsittningen. Ar det ett komplicerat problem kan ett siddant for-
faringssatt vara praktiskt ogenomférbart. D. P, erbjuder hir ett annat
angreppssatt som dessutom kan ge virdeful sidoinformation.

“Grunden for D. P. ir en mycket enkel men betydelsefull observation
som jag skulle vilja illustrera med ett enkelt exempel. Lat figur 1
symbolisera en tivling dir det giller att i fem ,dagsetapper” gd frin
start till mal. Delstriackans lingd (mil} anges av motsvarande siffra och
om alla dr lika besvirliga ur andra synpunkter finns det all anledning
att fundera en stund dver hur man skall vilja for att nd den kortaste
totalstrickan.

Om man varje dag trédffar sitt val endast med hinsyn till den etapp
som ir nirmast forestiende har man uppenbarligen ingen garanti for att
na bista totala resultat. I virt exempel skulle en sddan politik ge
avstandet 25, (14-8-3+45+8). En siddan politik skulle vara rationell
under forutsittning att man inte kinner till mer dn just den narmast
forestiende ,dagen”, I figuren har vi i stillet en annan extrem situa-
tion; all relevant information ar given.

I detta avseende skulle vi fa storre likheter med de beslutssituationer
som moéter foretagen genom att antaga ndgon mer mellanliggande in-
formationsgrad t. ex. de ndrmaste alternativen ir kinda och betriffande
tiden lingre bort har man vissa forestillningar men inte fullstandig
kunskap. Ett realistiskt inslag skulle ocksd kunna wara att det gar att
skaffa information men endast med viss uppoffring.

Lat oss emellertid anviinda exemplet som det dr och underséka vad
nytta vi kan ha av var fullstindiga information. Jag foreslar att lasa-
ren stannar nigrd minuter och funderar forst dver vilket som ér den
kortaste vigen 1 figur 1 och direfter dver sitt eget satt att angripa
problemet.

Lit mig direfter presentera fig. 2, som dr ett forslag till lésning.
Jag vill ocksd inféra vissa symboler, som kanske férefaller tillkrangla-
de for det aktuella exemplet men som vi kan ha viss nytta av i fortsatt-
ningen. Vi har tidigare talat om steg och 1 figuren menas med steg en
forflyttning i horisontalled, det finns sdledes 1 exemplet fem steg. For
varje steg finns det olika nivder, t. ex. efter start kan man nd nivd |
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fi(1)=min[ 6,5 ] =5
f1(2) =min[8,10] =8
fi(3)=min[ 7,9 ] =7 —
£1(4) =min[ 2,5 ] =2 g

fo(1)=min[7+£1(1),5+:(2) ] =12
f2(2) =min[4+£f(1),3+(2),8+11(8),3-+f1(4) | =5
f2(8) =min[7+£(3),124+ {1 (4) ] =14

steg 2

fs(1) =min[2-+f2(1) 4+ [(2) ]= 9
f4(2) =min[5+12(1),7+Ff:(2) | =12
f3(3) =min[3+f(1),64f2(2) ]=11
fa(4) =min[7+12(2),1+f(8) ] =12

steg 3

f4(1)=min[ 164 13(1),10+ f2(2),7 +f3(3) ] =18
f1(2) =min[8+13(3),18411(4) ] =19
f4(8) =min[12+f1(3),14+f3(4) ] =23

b +
=1 © e
= O
o
o
-
f2(5) =min[3+f4(1),1 +F:(2) 6+ 1.(3) | =20 O
-
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genom att ta den Oversta vigen (3 mil), nivd 2 genom den niist Gversta
vigen (1 mil) och sa vidare. Dessa nivier hinfor sig alla till samma steg.

Vi kan nu rulla upp problemet ,bakifrdn“?)., Antag att vi endast har
ett steg till malet. Beroende pd frén vilken nivd vi startar denna en-
stegsprocess blir det da 6, 5, 8, 10, 7, 9, 2 eller 5 mil till milet. I detta
fall dr det hela timligen sjilvklart men 14t oss dndd inféra en symbol
for det kortaste avstdndet till mélet. Detta avstind beror pd, dr en funk-
tion av, nivadn (dvs. utgdngslaget) si vi tecknar fi(1) for det kortaste
avstindet i ett en-stegsproblem, nir man startar frdn nivd 1 (dvs. den
oversta nivdn). I exemplet ser vi alltsd att fi(1)=5 och p& motsvarande
satt f1(2)=8, f1(3)=7 och fi(4)=2.

Det hiir kan ju tyckas som onddigt trassel men vi kan 1 alla fall ha
lite nytta av det, om vi fortsitter analysen och antar att vi dr tvd steg
frin mélet, alltsd i ndgon av de tre nivder, varifrdn vigarna 7, 5, 4, 3,
8, 3, 7, 12 utgdr. Antag att vi dr pd den andra nivan och att vi vill ha
tag pa den kortaste vigen till malet, dvs. vi sokar fe(2). For att ta oss
till steg 1 har vi nu fyra vigar att vilja mellan pd 4, 3, 8 resp. 3 mil.
Det ir emellertid inte alldeles uppenbart, att vi skall g ndgon af 3 mill
vagarna, det beror ju en del pa vad som kommer senare. Ett systematiskt
tillvigagingssitt vore att berdkna avstindet efter alla tdnkbara vigar
inda fram till malet. Detta dr emellertid onddigt besvir, kommer vi till
steg 1, niva 1, si vet vi sedan tidigare att minsta avstindet darifran ¢ill
mélet dr fi(1)=>5. For att vilja den bista vigen frin steg 2, nivd 2,
jamfor vi alltsd endast [4+f(1)], [3+f(2)], [8+fi(3)] och
|3+f1(4)] dvs. [4+45], [3-+8], [8+7] och [3+2]. Den ligsta sum-
men dr 5, dvs. {2(2) =5, och vi skall alltsd vilja den nedersta vigen. Pa
motsvarande sitt crhilles f2(1) =12 och f2(3) =14.

Om vi nu betraktar en trestegsprocess kan vi ha nytta av vidra olika
fa( )-vdrden. Frin steg 3, nivd 3, kan vi gd pd tva sitt till steg 2.
Antingen ghr vi pd 3 mil till nivd 1 eller pd 6 mil til nivd 2. Den kor-
taste vagen ar den kortaste av (3+f2(1)) och (6+12(2)) eller med
annat uttryckssitt f3(3) = min[3-+1f5(1), 6+f:(2)], dvs. 3(3) = min
[15,11]=11.

P& detta siitt berdknar vi samtliga f3( )-vdrden och i steb 4 anvénder
vi dem for att erhdlla fi( )-virden, vilka i sin tur anvdndes i steg 5,
det sista steget.

[ figuren kan ldsaren sjilv verifiera att Gvriga f ( )-virden har be-

%) Man kan ocksd tinkasig att med en likartad metod borja ,framifrdn®. Detia
kommer att diskuteras senare i uppsatsen.
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riknats pd det sitt som angivits ovan. Vi har nu systematiskt lost
exemplet och kan kinna oss timligen sikra pd att den kortaste vigen
verkligen dr 20 mil (1+8-+6+43842).

Det hiir exemplet dr avsett att betona det naturliga och nistan sjilv-
klara i den ,optimalitetsprincip®, som dr. Bellman formulerat och som
ir grundliggande for dynamisk programmering.

.En optimal politik har den egenskapen att cavsett utgingsliaget och
utgdngsbeslut maste de foljande besluten vara optimala med avseende
pd det lige som uppkommit efter tidigare beslut®.

Detta dr naturligtvis att fatta som en nédvindig men ej tillracklig
definition pd optimal politik. For att dtergd till exemplet. Om vi pé
ett eller annat satt hamnat i steg 3, niva 4 (vért narmaste val stir alltsa
mellan vagarna 7 och 1 mil) sd sidger optimalitetsprincipen att den enda
vag som kan tinkas ingd i en optimal vdg (politik) frin start till mal
ar den som ger avstindet f3(4) dvs. 12 mil frin steg 3 niva 4 till mélet.
Diremot dr det inte alls sikert att denna vdg kommer att ingd i den
kortaste vagen fran start till mal for det ar kanske over huvud inte lon-
samt att passera steg 3, nivd 4. Kommer vi emellertid dit behéver vi alltsi
inte fundera Gver alla de 12 tinkbara sitt att gd dérifrin till milet, utan
behdver endast ta hinsyn till den vig som ger fa(4).

Ett hinsynstagande till denna optimalitetsprincip kan alltsd visentligt
forminska problemets dimensioner. Frin startpunkten och dnda fram till
milet finns det inte mindre dn 84 olika vigar att ta hiinsyn till.

Med de skisserade angreppssitten dr det i stéllet endast fyra vigar
aktuella 3+4£4(1), 14fa(2) och 6+4f4(3). Visserligen krives for berdk-
ning av fs( ) en tidigare berdkning av fa( ), som i sin tur bygger pd
f2( ) och fi( ) men det sammanlagda antalet vigar som man méste ta
hiansyn till 4r dnda inte fler dn 34, och varje sidan jamférelse om-
fatter endast en vagstracka plus ett f( )-vérde. Vi skulle kunna uttrycka
det sd, att dimensionen i problemet har reducerats, vilket visserligen med-
fort flera delproblem men som dock tillsammantagna blir visentligt
enklare dn det stora totalproblemet.

Det exempel som vi hittills diskuterat var konstruerat fr att visa hur
naturlig en tillimpning av optimalitetsprincipen ar. Andra exempel skall
i fortsdttningen behandlas, ddr man inte lika litt av sig sjilv ,kommer
pa“ detta betraktelsesitt och dir alltsd D.P. verkligen kommer med
ndgot nytt.

Det har tidigare ndmnts att D. P. skulle ge sidoinformation. Tillim-
pat pd vart exempel dr meningen med detta yttrande att sedan man har
16st problemet pa det hdr diskuterade sittet kinner man férutom den
gt
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bista vigen Ivan start till mal ocksd den bista viigen [rdn varje etapp-
andpunkt och till mélet. Om man alltsd skulla rika hamna i steg 4, niva
I, behévs inga nya funderingar for att finna den kortaste vagen dérifran
och till mélet. Detta kanske inte syns sirdeles betydelsefullt eftersom
vi ha antagit att vi helt och hillet kan kontrollera farden. I stillet for
den hir genomforda baklingsrikningen hade vi kunnat genomféra ett
liknande resonemang framifran. Sasom sidoinformation hade man da
fatt reda pd de kortaste avstinden frin starten och fill alla etappind-
punkter. Vilket tillvigagdngssitt som ir bist beror pa det praktiska riik-
nandet och vilken slags sidoinformation man dr intresserad av.

Jag har valt att ga bakifran dels darfér att det mdjligen dr mindre
intuitivt klart och déarfor fordrar omsorgsfullare behandling men framfér
allt dérfor att det dr detta angreppssiitt man vanligen mdter i littera-
turen om D. P. Detta ar nog i sin tur till stor del beroende pa att man
ofta sysslar med stokastiska processer diar man alltsa inte med sidkerhet
vet foljden av ett beslut och dir saledes det dr mycket virdefullt att
som sidoinformation fa den optimala politiken for varje tinkbart lige.

Innan vi gir vidare lat mig endast siga att D.P. som matematisk
teori naturligtvis inte sysselsiitter sig med ett evigt upprepande av denna
princip. Visentliga teoretiska fragor rér grinsvirdet av fu( ) nir an-
talet steg (n) gir mot oiindligheten och vidare vissa strukturegenskaper
hos losningen. Man kommer hir in pa variationskalkylens omride och
for en 1 matematiskt hiinseende otrinad lasare dir det svarforcerad ter-
rang.

Standardverket inom omrédet dr ,Dynamic Programming™ av Richard
Bellman®) och tillsammans med Stuart Dreyfus kommer Bellman smi-
ningom ocksa att publicera en annan framstillning mer lampad for lek-
min.

11

I detta avsnitt skall ett mycket enkelt lagerproblem angripas med den
metod som presenterats i [oregdende avsnitt. Diskussionen av detta
exempel dr endast avsett som en ytterligare illustration till hur D. P.
kan anvindas, och exemplet presenteras utan andra ansprik.

Viantar att ett foretag har tillfille att placera order fér en viss produkt
endast den forsta dagen varje kvartal och att man nu stér infoér problemet
att bestimma sin inképspolitik under det ndrmaste dret. Lagret ar tomt
vid drets birjan och man énskar inte heller ha négot kvar vid arets slut.

“) Richard Bellman: .Dynamic Programming”, Princeton University Press, 1957,
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Behovet under de kommande fyra kvartalen dr kidnt. Alla leveranser
(sévil in som ut) antages ske omedelbart, alltsd den forsta dagen varje
kvartal.

Vi infér nu f6ljande symboler:

X antalet produktenheter i lager innan dnnu den nya ordern in-
kommit.

y antalet produktenheter i lager sedan den nya ordern inkommit,
men innan uttag skett for innevarande kvartal.

5 behovet under innevarande kvartal
(5, 7, 4 och 6 enheter under forsta, andra, tredje resp fjarde

kvartalen).

P priset per enhet. Kvalitetsrabatt erhdlles pd foljande satt:
Vid samtidigt kop av 1-4 enheter dr priset = 100
Vid samtidigt kop av 5-8 enheter dr priset = 95
Vid samtidigt kép av 9- enheter ar priset = 90

c kostnad att placera en order, ¢ = 10.

k lagerkostnad per enhet [ kvartal, k = 10.
k ,verkar® pa kvantiteten (y—s).

fu(x) kostnader for en n-stegsprocess med utgdngslager = x om opti-
mal inképspolitik kommer till anvandning.

[ exemplet giller vidare att behov av produktion maste motas, lager-
kapaciteten ir begrinsad till 12 enheter (122>y2=s) samt (y=x).

Vi far nu foljande samband (med de restriktioner som framgir ovan):
[ — min [y - k(5] varvid sista termen blir noll efter-
/(x) J Ply=x) + ¢ + ky—s)); som lagret vid drets slut ar noll
() = 10 [p(y—x) + ¢ + k(y—s) + fai (y—3)]

form=2......

Dessa samband kan utlédsas si att den lagsta kostnaden for en en-stegs-
process dr summan av inképskostnad, orderkostnad och lagerkostnad niir
utgdngslagret, y,, har faststdllts optimalt. For en n-stegprocess tillkommer
utover motsvarande kostnader for den omedelbart forestiende perioden
dven den optimala kostnaden f6r en (n-1)-stegsprocess med utgéngslagret
(y—s) vilket alltsd blir bestéimt i och med att y Faststilles.

I ett sddant system av ekvationer kan man inte losa fu(x) direkt efter-
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som den inte dr uttryckt i explicit form utan innehéller en term f,-1(x)
vilken i sin tur dr ett minimum av en funktion av x och y. Man far i stallet
borja med att l6sa det y-virde for vilket parantesen i uttrycket for fi(x)
nir sitt minimum. Detta gor det méjligt att uttrycka fi(x) i explicit form
och detta uttryck sitter man s& in i den parantes som fiorekommer i ut-
trycket for fa(x). Minimivirdet med avseende pd v i denna parantes loses
vilket ger fa(x) 1 explicit form som man allts kan siitta in i parantesen {or
fa(x) 0.5.v.

Detta dr i princip det riknesitt som vi anviinde oss av 1 foregdende
exempel nir vi for varje steg riknade upp alla tinkbara alternativ och
valde det kortaste. I andra problem kan man med analytiska metoder
losa de successiva funktionerna fi(x), f2(x) o.5.v. Aven i f6ljande exempel
skall vi emellertid anviinda oss av upprikning vilket forutom pedagogiska
fordelar i just detta exempel dessutom torde vara enklast ur rikneteknisk
synpunkt.

Vi anvinder oss av de féljande fyra tabellerna och bérjar som tidigare
hakifrin med att berdkna vilka kostnader vi har i fjdrde kvartalet for
olika lagersituationer (virden pd x). Eftersom vi miste mdta kvartalets
hehov maste v vara minst 6 och uppenbarligen vill vi inte heller verstiga
denna kvantitet. Dirfér kan det uppenbarligen inte vara lénsamt med
x>0, vi tabulerar diirfér kostnaderna i fjirda kvartalet for v = 6 ach
v=0,1.2......4

Tabell 1:1) (y—~x)p—cs==h

A . .

. ‘““n& is f:(x} N
0 580 580 ]

1 485 485 b

2 410 410 6

3 310 310 6

4 210 210 6

5 110 110 6

6 0 0 b

I niista tabell noterar vi motsvarande kostnader for de tva sista kvar-
talen. Denna tabell utféres fory = 4,5 .... 10ochx = 0,1 .... 5,

A

Y fy(x) dr enligt ovanstiende den lagsta kostnaden vid givet x-viirde, v ir det viirde
pa vy som ger fi{x). | denna tabell dr dessa kolumner tamligen onddiga, men de med-
tages [or liklormighet med Gvriga tabeller.
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(behov méiste motas, lagerkapaciteten tilliter ej att mer dn (12-7) fores
dver fran foregiende kvartal). For att underlitta en dverblick 6ver tabel-
len har tvi kostnader skrivits i varje cell. Den dvre dr summan av de tre
forsta termerna i nedanstdende uttryck, den undre ar totalsumman alltsd
inkluderande fi(y—s), dér alltsd den sista termen erhdlles fran tabell 1.
Den ligsta kostnaden for varje x-virde ér fz(x) och har i tabellen marke-
rats och utférts i sdrskild kolum.

Tabell 2: (y=x)p + ¢+ (y-s) 10 + fi(y-s), s=4

N4 516!l 718 | 9|10

410 | 495 | 600| 705| 810] 870 gmlgm 10
990 | 980 [1010 1015|1020 | 980 | 970 | ™'~ _

|| 810 420 505} 610| 715| 820 | 880 550 | 10
890 | 905 | 915 | 920| 925 | 930 | 880

210 | 320 | 430 | 515 620 | 725 | 830
790 | 805 | 840 | 825| 830 835 | 830

110 | 220 | 330 | 440 | 525| 630 | 785
690 | 705 | 740 | 750 735 740 | 735

01120 | 230 340/ 450 | 535 | 640

-

790 4

580 | 605 | 640| 650 | 660 | 645 | 640 | >0 |
s | X110 130 | 240| 350 460 | 545 | o |

| 495 | 540 | 550| 560 | 570 | 545 5

Tabellen visar nu att om vi exempelvis har 1 enhet i lager vid bérjan av
tredje kvartalet ir det billigast att beordra 9 nya enheter som da racker
for bade tredje och fjirde kvartalen. Ar lagret diremot pd 2 enheter
(x = 2) blir det billigast att kopa 2 enheter till tredje kvartalet och folj-
aktligen 6 enheter till sista kvartalet.

I féljande tabell for vi pdi motsvarande siitt fram beriikningarna att
omfatta de tre sista kvartalen. Aktuella virden pd x och y for denna
tabelldar: x=0,1.... 7,y =7.8 .... 12
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(y=x) p + ¢ -+ (y=s) 10 -+ fa{y-s), s =17
\ y : [ i '
x\\\‘ 78| o 10| 1| 12| fx 2
675 | 780 | 840 9401040 |1140 |
0 !1545 1660|1630 | 163016201635 '°20| 11
| | 80| 685| 790 850 950 1050| .. | 1;.
1550 | 1565 | 1580 | 1540 1530 1545 |
, | 485 590|695 800 860 | 960/ . T
1455|1470 | 1485 | 1490 | 1440|1455 |
1410 495 600| 705 | 810 870|.. | .
3 113801375 | 1300|1895 | 1300 [1365| 1305 | 12
| S . —_—e
310 | 420| 505| 610| 715| 820 |
* 1280|1300 | 1205|1300 1205 | 1815|120 |
.| 210 320 430 | 515| 620 725 O
? 1180|1200 | 12201205 | 1200 | 1220 |
o | 110/7220| 7330 440 25| 630
1080/1100 {1120 1130 | 1105 110r| !
0| 1207230 "340| 450| 35|
- 970{1000 1020 | 1030 1080 | 1030 ~""

Vi har nu underlag for att uppritta den sista tabellen omfattande
samtliga fyra kvartal. Eftersom man inte hade nigra produkter i lager
vid drets borjan behdver vi nu endast berikna kostnaderna forenade med
x = 0 och v-viirden frén 5 t.o.m. 12.

Tabell 4:

o

(y=x) p + ¢ + (y-s) 10 + fofy-s). s

9 ‘ 10 ; 11 f |
860 | 960 1060 1160 | |
2140 (2140 |

\Yi x| & | |
x\\J!h ?-SI

800
2165

695
‘}]31'

590
2120

| 485 |
12105

5

0 2140 2130 2105

Av tabellen ser vi alltsa, att den billigaste inkopspolitiken medfor en
kostnad av 2.105 och innebir att en order pa 5 enheter placeras for forsta
kvartalet. Detta leder till att vi inte har ndgra produkter i lager vid
andra kvartalet (x = 0), och i tabell 3 ser vi att det i ett sidant fall ar
billigast att képa 11 nya enheter. Kvartalets behov iir endast 7 enheter,
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och av tabell 2 framgér att med 4 som ingdende lager i tredje kvartalet
ir det fordelaktigast att inte placera nigon ny order. Detta leder till
att vi i fjarde kvartalet fir kpa de 6 enheter som da behovs (tabell 1).

Enligt exemplets antaganden startade man processen med tomma
lager, och exemplet har losts for detta fall. En fordel med vart sitt att
attackera problemet bakifrin ar emellertid, att vi nu mycket litt kan
bygga ut tabell 4 och se den optimala lagerpolitiken som en funktion av
ingdende lager. Lisaren kan sjilv verifiera, att med en enhet i lager
den lidgsta kostnaden for de fyra kvartalen dr 2.025. Vilken inkopspolitik
svarar mot denna kostnad?

Det kan ocksd vara virt att pipeka att den inkopspolitik man planerar
att f6lja under dret kan modificeras, om en fériandring skett i de férutsitt-
ningar berdkningen baserats pd, Om man inte behover binda sig for mer
an ett kvartal, kan en sdidan anpassning ske snabbt. Vi har nu nytta av den
sidoinformation, som var beklingesging givit upphov till. Har till exem-
pel endast 2 enheter behovts under forsta kvartalet, ar det alltsi 3 enhe-
ter kvar i lager. Vi kan nu direkt se frén tabell 3, att i denna nya
situation kan de tre féljande kvartalen klaras till en lidgsta kostnad av
1.565 om vi koper 9 nya enheter andra kvartalet. Under detta kvartal
behévs 7 enheter, och det blir alltsd 5 éver till tredje kvartalet, dd ingen
ny order placeras, utan 1 sista kvartalet inkdpes s& minga enheter att
behovet tillfredsstilles. Pa detta sitt har losningen en stor flexibilitet,
och detta dr naturligtvis en mycket viirdefull egenskap.

111

Det har tidigare antytts att D.P, kan vara en anviindbar metod ocksi
1 sidana dynamiska problem som har slumpmissig (stokastisk) karaktir.
Det ir litt att konstruera en stokastisk variant av exemplet i foregiende
avsnitt men for att inte forlinga framstillningen skall jag i stiillet endast
ange och kommentera en D.P.-formulering av en stokastisk lagermo-
dell®). Forutom tidigare anviinda beteckningar introducera vi nu:

#(s) ds = sannolikheten att behovet ligger mellan s och s + ds

k(z) = kostnaden for en reguljiir order pi z enheter

p(z) = kostnaden for en expressorder pa z enheter, dvs. bristkost-
naden.

fa(x) = matematisk forvintan av de totala kostnaderna [ér en

n-stegs process som startar med x enheter i lager och under
forutsdttning av optimal orderpolitik.

2} Formmleringen &v hamtad frin Bellmann Dynamic Programming”, 5. 151,
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Vi erhiller nu foljande rekursiva samband:
Ga

fi(x) = =i (k (y-x) + \p (-5)e(9) dS)
¥

och "
fo(x) = 52, (k(y-x) +{ p (s-y)els) ds +
¥
oo ¥
+ faet (0) (o) ds + (ot (y-5)os) s )
0
forn=23 .Y,.,

Som synes giller det att i en en-stegs process soka den lagerstorlek, y,
som minimerar summan av (1) kostnaderna for periodens inkdp, (y—x)
enheter, och (2) den férviantade bristkostnaden. Denna sista kostnad fér
vi genom att viiga kostnaden fér varje tinkbar bristsituation, s>y, med
sin sannolikhet och summera dessa viagda tal. Denna summering ar vid
kontinuerlig fordelningsfunktion fér behovet uttryckt genom integralen
i uttrycket for fi(x).

fa(x) dr den lagsta, med avseende pé y, summan av fyra termer. De tvd
forsta ar identiska med de for en enstegs process och uttrycker kostna-
derna for den omedelbart forestiende perioden. Dirtill kommer den for-
vintade kostnaden for en (n—1)-stegs process med optimal orderpolitik.

o

Med sannolikheten i (s)ds kommer efterfrdgan under den omedel-
¥

bart forestiende perioden att dverstiga lagret, y, och alltsd limnas lagret
tomt till féljande perioder. Den beriknade kostnaden for en sddan
situation dr fn-1(0) och denna kostnad ir alltsd i tredje termen vigd med
sannolikheten att den skall uppkomma. I fjirde termen ir slutligen den
forvintade kostnaden for de fall d& orman gir in i (n-1)-stegs processen
med ett faktiskt lager.

Rekursiva samband av ovanstiende typ kan lésas genom att man loser
fi(x) 1 explicit form. direfter f2(x) osv.

For vissa fall ir det ocksd mojligt att direkt losa det gransvirde f(x)
mot vilket fu(x) gir dd n—oe

Dynamisk programmering har ett stort tillimpningsomride 1 manga
av de problem som uppstir i ett foretags ekonomiska verksamhet. Som
ovan illustrerats med ett enkelt exempel kan vissa inkops- och lagerpro-
blem attackeras med denna teknik. Vid Rand Corporation har man
programmerat en computer, IBM 704, fér en speciell lagermodell. Inve-
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steringsproblem, anskaffning av utrustning, har ocksd formulerats med
D.P. liksom dven problem da det giller att fordela knappa resurser mellan
konkurrerande dndamdl. Produktionsproblem av den typ som kan angri-
pas med linjdr programmering kan behandlas med D.P. i de fall dd
antalet steg, produktionsplaneringsperioder, dr stort och restriktionerna
inom varje steg ir relativt fi. Bellman har fven formulerat flerstegs
~games” med D.P.

Bland praktiska tillimpningar kan ndmnas ett produktionsplanerings-
problem vid en avdelning av Lockheed Aircraft Corporation%). Det
gillde att for skiftande produktionsvolym anpassa anstillning, permit-
tering, férflyttning mellan avdelningar, dvertidsarbete och legoproduk-
tion, sd att produktionsplanen kunde uppfyllas till lagsta kostnad. De
dynamiska aspekterna kommer in darigenem att beslut om t. ex. nyanstall-
ning under en period pAverkar méjligheterna till reguljir produktion un-
der féljande perioder.

Inkops- och lagerproblem har ocksd i praktiken behandlats med D.P.
Ett OR-team frén Case Institute of Technology har formulerat besluts-
regler for ett foretag som hade att képa rivaror i en marknad med
kraftigt fluktuerande priserT).

Att ldmna litteraturreferenser inom detta omrdde ir latt. Bellman's
w2Dynamic Programming” dr den [ullstindiga dominerande framstaill-
ningen. Under de senare dren har det ocksi forekommit en hel del upp-
satser i facktidskrifter. Detta dr inte platsen att presentera en forteckning
over dessa utan den intresserade ldsaren rekommenderas att titta igenom
i forsta hand Management Sciences, Operations Research och Naval
Logistics Quarterly.

%) Marvin Luther ,Minimum-Risk Dynamic Programming of Industrial Manpower
Load®, presenterad vid ORSA:s méte i Boston 1938,

™) Rapporterat i stencilform av M. W. Sasieni, Case Institute of Technology, 1958,



