Linezr programmering
Af R. Grove Jensen®).

Under og efter den anden verdenskrig har der specielt i U.S.A. veeret
et livligt samarbejde mellem matematikere, skonomer, administratorer
og andre om udviklingen af en metode, hvis hovedemne er et sd centralt
okonomisk problem som spergsmdlet om den mest akonomiske fordeling
af absolut knappe produktionsmidler.

Metoden er kendt under snart mange betegnelser: Linear program-
ming, activity analysis, mathematical programming eller simpelthen
programming, betegnelser som hver for sig seger at fremhave det karak-
teristiske ved metoden.

Under hensyntagen til, at metoden efterhdnden har vundet inter-
esse herhjemme, vil vi her anvende en fordanskning af den aldste og
mest velkendte betegnelse, sdledes at vi i det folgende taler om linezr
programmering!). Denne betegnelse er allerede anvendt?), og vi leverer
saledes ikke noget bidrag til den terminologiske uenighed.

Emnet er allerede meget omfattende og undergir en kraftig udvikling,
siledes at der ikke kan blive tale om her at give en blot nogenlunde fuld-
kommen fremstilling. Det har derfor i ferste raekke veeret tilsigtet at
vise, hvad der karakteriserer l. p. Selve anvendelsen af 1. p. i praksis for-
drer ikke anden matematisk viden end kendskab til de fire simple regne-
arter; men bag dette ligger komplicerede matematiske problemer. Der
er i artiklen lagt megen vagt pa at begrunde og anskueliggore metodens
virkemdde, og det er tilstraebt i sd hej grad som muligt at gennemfore
dette ved driftsekonomiske rzsonnementer og kun benytte matematik.
hvor dette uden at vanskeliggere lzsningen er hensigtsmassigt. Endelig

*} Konsulent, cand. oecon.
1) 1 det felgende kort 1. p.

?) Man kan bl a. henvise til de i litteraturhenvisningen nmvnte artikler af Niels
Nielsen,
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er der ved en kort gennemgang af begreber og forudsetninger segt eta-
bleret et grundlag til bedemmelse al metodens anvendelsesmuligheder.

A. Hvad er lineer programmering?

Vi har i indledningen omtalt 1. p. som en metode til behandling af
problemer om den optimale anvendelse af absolut knappe produktions-
midler. Saddanne problemer har ogsi vearet hovedemnet for lp.; men
det m3 understreges, at metoden har langt videre perspektiver. Nogen-
lunde generelt kan man karakterisere L. p.’s anvendelsesomriide som om-
fattende problemer, der lader sig udtrykke siledes:

Find et st vaerdier af de variable x5, x2 . ..., x der tilfredsstiller
ligningssystemet.
(1): anxt + aigxe 4+ ...... 4+ am Xa = &
agnx1 +azexe4+ ..., + asy ¥Xn = as
am1 X1 <+ ame X2 4+ ... .. 4+ amn Xn = am
0g

(2): %xi=0foralleifraltiln

samtidig med, at funktionalen

(8): f = cixi+czx2 4+ ...... 4+ cnXn
maximeres eller minimeres.

Vi kan kalde (1) for betingelsessystemet, (2) for ikke-negativitetsbetin-
gelsen og (3) for fordelagtighedsfunktionalen.

Denne rent matematiske opgave kan interpreteres pd overordentlig
mange driftsekonomiske problemer. For at konkretisere skal vi straks
vise et sadant.

B. Planlegning af produktionsprogram ved faste tildelinger af rdstoffer.

I en artikel ,Bidragsmetoden og neglefaktorerne® i dette tidsskrift3)
har Niels Nielsen omtalt 1. p. som en mulig metode til bestemmelse af
det optimale produktionsprogram for en virksomhed, hvis produktions-
muligheder er begraenset ved faste tildelinger af visse rdstoffer.

Vi vil her anvende Niels Nielsens exempel som introduktion til for-
stielsen af 1. p. Med henvisning til artiklen kan vi tillade os at holde
fremstillingen pa et mere almindeligt niveau uden at opfylde alt for
strenge krav om konsekvens.

%) Nr. 8, 1955.
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En virksomhed har for planlegningsperioden tildeling af m réstoffer
(A1, As, . ..., An) 1 de absolut faste mzngder ai, as, . .. ., am. Disse ré-
stoffer kan virksomheden anvende til produktion af n varer (Xi, X,

., Xu). Til produktion af een enhed af varen Xi anvendes af de
respektive knappe rdstoffer an, az, . ..., am, idet det forste fodtegn
refererer til ristoffet, andet fodtegn til varen,

Knapheden pa rastofferne antages at vare s absolut, at kapacitets-
problemer og andre lignende forhold kan lades ude af betragtning.

Daxkningsbidragene for en enhed af hver af varerne er ¢y, ca. . ., cat).

Det forudsacttes, at varerne kan produceres simultant, og at sivel for-
brug som dakningsbidrag for hver vare er ligefrem proportional med
den producerede mzngde af den enkelte vare og uafhangig af de pro-
ducerede mangder af de andre varer.

Vi gir ud fra, at virksomheden ikke behaver at udnytte rastoftilde-
lingerne fuldt ud, og at det. der ikke udnyttes, gir omkostningsfrit til
spilde — ikke indkebes.

Virksomhedens problem er nu at fastszette sit produktionsprogram som
den kombination af de enkelte varer, der — indenfor rammerne af de
faste tildelinger — yder det sterste totale dekningsbidrag.

De producerede mangder af de enkelte varer betegnes med xi, xe.
Coeey Xn

Matematisk kan problemet udtrykkes siledes:

Virksomheden md holde sit produktionsprogram indenfor sddanne
rammer, at der ikke forbruges mere af de knappe ristoffer end de givne
tildelinger, altsd

(1a): for Aszanx1 + a;ex2 4+ ... .. + a1 Xs = a1
for Ae: asi x1 + asexe + ... .. 4 amXa = a2
o.s.v. til
for Am:amixt + 2 ex2 4+ ... 4 anXa S an

Kalder vi de ikke udnyttede meengder af rastofferne for henholdsvis

Xo+1, Xn+2, ---., Xn+m, kan ulighederne {la) omdannes til ligningerne:

#) Vi kan tanke os enhedsdzkningsbidraget udtrykt ved varens pris minus summen
af ristofomkostninger og alle andre direkte henferlige omkostninger, idet vi med
henvisning til det foreglende afsnit betragter alle andre omkostninger som updvir-
kelige 1 denne relation. Det er ikke hensigten her at diskutere L p. i relation til
bidragstanken; indferelsen af dakningsbidragene er alene bestemt af referencen il
Niels Nielsens artikel og af snsket om at operere med eet bestemt méil for fordel-
agtigheden ved al producere den enkelte vare, jfr. omtalen af fordelagtighedskri-
teriet i afsnit E.
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(1): anxa+aexe+ ...... + amwxs + 1 xps1 + Oxosz+ .-+
0 Xn+m = a1
asyx1 + asexe + . ..... + Az Xn + 0xXndr A+ IXnte 4+ -
0 Xa4+m = az

o.s.v. indtil
amt Xt + ame X2 - .- + AwaXn + 0Xant + O X2 + .- +
0 xXp4m = am

Ingen af de producerede mangder kan veere negative, altsd

(2): xi = O for samtlige i fra 1 til n4m.
Det totale dzekningsbidrag er efter forudsztningerne en lineer funk-
tional af de enkelte produktionsomfang.

B D=caxi+cexz+ .... + caxa+ (0Xnt1 ..o + 0 Xnim).

At lose virksomhedens problem betyder derfor at maximere (3) under
overholdelse af betingelserne (1) og (2).

Virksomhedens problem er hermed omdannet til en matematisk op-
gave af samme form som den, hvorved vi har defineret 1. p.

Vi har siledes vist, at det i alt fald er teoretisk muligt at udtrykke et
forholdsvist almindeligt driftsekonoraisk problem som en 1. p.-opgave.
Om dette har nogen som helst interesse vil naturligvis afhange af:
1) om det matematiske problem kan leses,

2) om der findes en praktisk anvendelig, enkel og sikker lasningsmetode.
3) om det 1 praksis er rimeligt at operere med de forudsmtninger, vi af
hensyn til den matematiske lesning ma indfere.

C. Lasning af problemet.

Efter omdannelsen af vort skonomiske problem er lesningen en ren
matematisk opgave, Vi vil forsege at forklare de matematiske sztninger,
der danner grundlaget for denne lesning ved de wkonomiske begreber,
vi har indfert i vort exempel.

1. Betingelsessystemet og ikke-negativitetsbetingelsen.

Lad os i exemplet antage, at antallet af knappe réstoffer, m, er lig 2.
I et 2-dimensionalt koordinatsystem afsatter vi maengderne af ristof-
ferne ud ad hver sin akse (fig. 1), og de for virksomheden gezldende
knapheder karakteriseres nu ved punktet A med koordinaterne a1 og as.

Om den enkelte produktionsproces har vi gjort den forudsztning, at
forbruget af de knappe rastoffer er ligefrem proportionalt med den pro-
ducerede mangde — i det falgende kort betegnet produktionsprocessens
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intensitet. En produktionsproces med denne egenskab kan i koordinat-
systemet karakteriseres ved en strile gennem det punkt, der angiver for-
bruget af de knappe ristoffer ved produktion af een enhed af varen
- ved intensiteten 1. I figur 1 er vist produktionsproces X;.
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Fig. 1.

Punkterne p& denne strile svarer til forskellige intensiteter. Markerer
punktet 1 siledes produktion af een enhed af varen med et forbrug pa
henholdsvis an og azi vil punktet 2, der karakteriserer produktion af 2
enheder af varen, ligge i den dobbelte afstand fra origon og repra-
sentere et forbrug pd henholdsvis 2 a1 og 2 azi.

Vi kan kalde denne forudsaztning for produktionsprocessens linearitet
med hensyn til betingelsessystemet.

Det er i exemplet forudsat, at virksomheden ikke behever at forbruge
de disponible ma@ngder af de knappe ristoffer fuldt ud. De ikke anvendte
mangder kan vi her betegne med f. ex. x5 og x¢. Det at lade varierende
maengder af rastofferne uanvendt kan i koordinatsystemet karakteriseres
ved striler, der for hvert rastof er sammenfaldende med den respek-
tive akse.

Pd grund af den billedlige analogi med produktionsprocesser vil det
vaere hensigtsmaessigt at betegne disse sidste spillerumsprocesser®). Vi

%) Disse processer kan i andre exempler have en ganske anden betydning, men i forhold
til betingelsessystemet vil deres existens dog altid betyde, at man ikke alene med de
egentlige produktionsprocesser behaver at opfylde betingelserne. Der er mulighed
for at lade et vist spillerum &bent, som s&, for at determinere problemet helt, deckkes
afl spillerumsprocesserne.
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nojes forelebig med at markere, at medens en produktionsproces kun, sa-
fremt den forbruger eet knapt rdstof og ikke andre, vil ligge pa en af
akserne og ogsd i disse tilfeelde kan have en enhed for intensiteten, der
er forskellig fra rastoffets enhed, sd vil spillerumsprocessen altid ligge
pa sin respektive akse og have enhed fzlles med rastoffet.

Om samspillet mellem produktionsprocesser har vi forudsat, at de
enkelte processers forbrug er nafhanzigt af de evrige processers inten-
siteter. Selv om vi i koordinatsystemet opererer med 2 produktionspro-
cesser, vil de derfor begge stadig vaere karakteriseret ved deres indivi-
duelle striler, og deres samlede forbrug findes ved simpelthen at addere
de enkelte produktionsprocessers forbrug.

I koordinatsystemet findes dette szmlede forbrug som koordinaterne
til resultanten af de 2 produktionsprocesser (kreefternes parallelogram),

(fig. 2). Tilsvarende for flere produktionsprocesser og for samspillet
med spillerumsprocesser.

Py Xy
A
X,
L T e R AL L
Ky foe e
£y
£ dg, Nd,, ALa,rEd, ’ql-

Fig. 2.

Betingelsessystemet (1) forlanger nu, at vi skal finde en kombination
af produktionsprocesser og spillerumeprocesser, hvis resultant netop er
A, virksomhedens knaphedspunkt.
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a) Séifremt vi kun har een produktionsproces og ingen spillerumspro-
cesser, er dette kun muligt, sifremt A ligger pa den strile, der ka-
rakteriserer produktionsprocessen.

b) Har vi 2 produktionsprocesser, kan vi, nir vi husker, at ingen af
intensiteterne kan vare negative, ifelge forudsztning (2), kun op-
fylde kravet, sdfremt A ligger imellem (eller pa en af) de to strd-
ler. Bide i tilfalde a) og her vil der, sdfremt lesningshetingelsen
er opfyldt, ogsd kun vare een lesning — een bestemt kombination
af produktionsprocessernes intensiteter, der opfylder kravet.

¢) Nér vi disponerer over mere end 2 processer, vil det tilsvarende
kun veere muligt at opfylde kravet, sdfremt A ligger imellem (eller
pé en af) de 2 yderste striler. I dette tilfzlde vil der imidlertid
som regel veere flere mulige kombinationer af produktionsproces-
serne, idet A kan nds dels ved udvalgelse af 2 produktionsproces-
ser, som opfylder den under b) nazzvnte betingelse for lesning, dels
ved kombination af flere end 2 produktionsprocesser, hvoriblandt
mindst 2 opfylder denne betingelse.
Sifremt vi har begge spillerumsprocesserne med, vil det altid vare
muligt at finde en lesning f. ex. ved at lade hele rastofkombinatio-
nen uanvendt. Vi har hidtil skelnet mellem produktionsprocesser
og spillerumsprocesser; dette er ikke relevant i denne forbindelse.
Rezsonnementerne gaelder stadig, nir man i stedet for produktions-
processer taler generelt om processer.

Disse simple og trivielle exempler er gennemgéet for at skabe grund-
lag for et desperat spring til felgende generalisation:

Betingelsessystemet (1) med den yderligere forudsztning (2) kan have
ingen, een eller mange lesninger, afhangig af antallet af ubekendte og
antallet af ligninger (og disses form), d.v.s. antallet af disponible pro-
cesser og antallet af knaphedsbetingelser (og konstanternes indbyrdes
relationer). Sdfremt der findes losninger, vil der endvidere altid blandi
disse veere losninger, som kun anvender el antal processer lig antallet af
betingelser®) (her knappe rastoffer). For hver af de kombinationer, der
bestdr af det mindst mulige antal processer, vil der endelig kun vare cen
mulig kombination af de tilherende intensiteter.

6 T wvisse tilfaelde vil {arre processer vare tilstraekkelige jfr. det matematiske begreb
maximalgrad.
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For exempel vil der i et tilfzlde med 4 rastoffer og 25 processer, sa-
fremt der findes en losning, heriblandt vzere mindst een, der kun benyt-
ter 4 processer. Man kan ikke udelukke, at der ogsd findes lasninger,
der anvender et mindre antal, men 4 er tilstrackkeligt. Gér vi nu ud
fra, at 4 er det mindste antal, og udtager vi nu sidanne 4, der kan opfyl-
de betingelseskravet, findes der for disse bestemte processer kun een
mulig kombination af deres intensiteter, der netop giver A, Udtager vi
f. ex. 5, vil disse i almindelighed kunne kombineres pa et utal af mader.
Dette er et af 1. p.’s basisteorier?).

Inden vi forlader denne omtale af betingelsessystemet, skulle vi gerne
vaere 1 stand til at karakterisere de eventuelle lesninger neermere. Til
dette formal et talexempel med 2 knappe rastoffer, 1 produktionsproces
og spillerumsprocesser for begge ristoffer. Konstanterne er samlet i
folgende skema.

Pr_ﬂduk- Spille- Spille- Til-
P rtr: 2:sgs-<m prr:?cr-?:s-en p rrnucT:;{-n deli :fcrne
< Xo Xa
Intensiteter X1 X Xa
— ?ﬁ..m-._ﬂ_sa} . I T;E_ _T S R “ N E:l N
CRastof A, | 60 o | 1 | e

Betingelsessystemet bliver her
(@): 40 x4 + 1 x2 + 0 xa = 520
(b): 60 x1 + 0 x2 + 1 x3 = 600
hvor (a) refererer til forbruget af Ai, og (b) til A..

Da vi her er interesseret i lesningerne selv, vil vi i et 3-dimensionalt
koordinatsystem afsztte intensiteterne af de tre processer ud ad hver
sin akse (fig. 3).

Betragter vi alene tildelingen af A: som fast, fastsatter ligning (a),
at kun kombinationer, der ligger i plan I (pa figuren er vist stykket
BCDE) er mulige. Tilsvarende finder vi, at de mulige programmer, si-
fremt vi kun betragter tildelingen af Az som fast (ligning (b)), mi ligge
i plan IT (FGHI). Samlet fir vi derfor, at de mulige programmer skal
ligge pé skeringslinien mellem de 2 planer, altsd pd linien KL, (Xi = 0).

7} Hele denne fremstilling er naturligvis ikke matematisk korrekt, men forhibentlig
derved i hejere grad anskuelsesmazessig tilitreekkelig.
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Generaliserer vi dette, kan vi sige, at lasningerne til betingelsessyste-
met (1) altid vil danne, hvad man i geometrien kalder et konvekst szt.
Dette betyder, at lesningspunkterne altid vil danne en sammenhan-
rende mangde, siledes at hvis 2 punkter ligger i lasningsmzngden, s
ligger alle punkter pi deres forbindelseslinie ogsd i lesningsmangden.
Holder vi os til de tilfalde, hvor antallet af processer og rdstoffer begge
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Fig. 3.

er endelige, vil lasningsmzngden yderligere have den egenskab, at an-
tallet af hjerner, endepunkter eller med den i 1. p. almindelige beteg-
nelse extreme punkter er endeligt.

Da wvi ikke kan illustrere 1 mere end 3 dimensioner, najes vi med at
vise et fiktivt billede af en generel losningsmzngde (fig. 4).

I vort 3-dimensionale tilfzelde er linien KL altsd vor lesningsmangde,
og punkterne K og L er de extreme punkter. Den ,generelle” lasnings-
meangde i figur 4 har de extreme punkter A, B, G, D, E, F og G. Lad
med en senere forklaring Q og R vaere almindelige indre punkter.

Til sidst mé vi fremhzve en meget vaesentlig egenskab ved de extreme
punkter. I figur 3 ser vi, at K kun anvender processerne X; og X, me-
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dens x3 er 0. Punktet L. anvender kun X2 og X3, medens x1 = 0. De
lasninger til betingelsessysiemet, som kun anvender det mindst mulige
antal processer, og som vi tidligere har fremhavet, er netop karakleriseret
ved extreme punkier. Punkter inden i szttet anvender flere processer.

Figur 3 viser samtidig, at selv om vi er i stand til at opfylde betingel-

serne med 2 processer f. ex. Xi og X, er det ikke nsdvendigvis muligt
med 2 hvilke som helst processer at gare dette. Xy og X3 alene er siledes

Fig. 4

ikke tilstrzekkelig. Mindst een kombination af 2 af de 3 processer vil dog
veere tilstrackkelig.

Vi kan derfor i almindelighed gé ud fra, at antallet af extreme punk-
ter med m rastoffer og n 4+ m processer er mindre end eller lig antallet

af muligheder for at udveelge m bland: n -+ m eller (m :_." n)

%

2. Fordelagtighedsfunktionalen.

Efter sdledes at have omtalt de mulige programmer, skal vi nu blandt
disse udvelge det {eller de) optimale program({mer). Vi skal maximere
den line®re funktional (8).

I figur 3 skal vi altsd finde det punkt pad linien KL, hvor (3) bliver
maximal. Lad os antage, at vi begynder i punktet L. Vi starter altsa
med at undlade overhovedet at indkobe rastofferne. Det totale deaek-
ningsbidrag er naturligvis her 0.

Beveager vi os nu langs linien mod K, d.v.s. substituerer vi X for Xs
med en samtidig tilpasning af Xs, @ndres det totale dakningsbidrag.
Safremt Xi har et positivt enhedsdzkningsbidrag, vil det totale dak-
ningsbidrag vokse, og da (3) er linezr, vil det vokse, indtil vi nir punk-
tet K, som altsd er det maximale punkt.

I det generelle tilfzelde vil ved indfsrelsen af X — med tilsvarende
@ndringer af de i udgangssituationen anvendte processer — det bidrag,

3



202

om X leverer til det totale dekningsbidrag, modvirkes (eventuelt for-
bedres) ved @ndringerne i udgangssituationens processer. Da der imid-
lertid om (8) gelder den linewre og den additive forudsatning, foreligger
kun felgende 3 muligheder for ndringer i funktionalen ved bevzagelse
langs en ret linie. Fordelagtighedsfunktionalen mi enten

a) vokse proportionalt med bevagelsen,
b) falde proportionalt med bevagelsen,
eller

¢) vare konstant,
indtil vi nir graensen for lesningsmangden og ikke kan substituere pa
samme méide mere.

[ figur 4 vil en bevaegelse fra () til R altid falde under eet af de 3 til-
feelde. Bevaeger vi os derefter fra R mod E, vil det tilsvarende galde.

Vi indser derfor, at fordelagtighedsfunktionalen altid vil have sine
extreme verdier i losningsmaengdens extreme punkter, eller, sifremt den
antager samme vardi i 2 eller flere extreme punkter, vil have denne
samme veerdi 1 alle mellem disse liggende punkter.

Da vi endelig ved, at de extreme punkter reprasenterer kombinatio-
ner af et antal processer hojst lig antallet af betingelsesligninger, vil
det derfor sige, at vi skal sege den optimale lesning blandt de hajst

(m; n) specielle kombinationer. Hver af disse kombinationer giver

kun mulighed for een lasning.

Vi har hermed reduceret opgaven fra en undersogelse af eventuelt
uendelig mange uordnede programmer til et endeligt antal bestemte. Vi
skal herefter liste de mulige kombinationer bestdende af m af den + m
processer, fixere intensiteterne ved indsattelse i (1) og (2) og gennem-
prove alle disse kombinationer i (3).

D. Specielle lasningsmetoder.

I det foregdende afsnit har vi angivet betingelserne for, at 1. p.-opga-
ven har lesninger, og vi har vist, hvorledes man kan finde den optimale
losning. Denne undersagelse vil dog i almindelighed vere meget tids-
krzevende. 1 et tilfzzlde med blot 9 produktionsprocesser og 6 knappe
rastoffer (med spillerumsprocesser) vil antallet af kombinationer, der

- eller godt 3000. Muligheden for prak-

51101
tisk anvendelse er derfor forst blevet aktuel ved fremkomsten af spe-

skal gennemarbejdes veere
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cielle lesningsmetoder, der hurtigt forer gennem undersegelsen af de
extreme punkter.
Af sddanne metoder kan vi navne:
1) The Transportation Method.
Denne metode er kun anvendelig i visse tilfzxlde, men betyder til
gengzxld her en meget stor beregningsmaessig lettelse8).
2) The Simplex-method,
der er udviklet af George B. Dantzig, er helt generel og har der-
for en meget stor del af zren for, at 1. p. er andet og mere end
et strengt matematisk teoretisk fenomen. Ved hjzlp af denne
metode nir man til milet i lebet af forholdsvis fi trin. Dantzig
mener sdledes, at man hajst behever at gennemregne et antal ta-
beller lig antallet af processer?).
Vi skal her vise, hvorledes simplexmetoden fungerer.

1. Trin.

Vi begynder med at finde en vilkirlig basislesning, d.v.s. en af de
extreme lasninger. At finde en sddan giver sig i almindelighed af sig
selv; et par nemme fremgangsmader er:

1) Har vi spillerumsprocesser svarende til alle de knappe rastoffer,

har vi hermed straks vores basislasning bestdende alene af disse
— i figur 3 den til L svarende lesning.

2) Har vi ikke spillerumsprocesser for alle knappe réstoffer, kan
vi indfere nogle hjelpeprocesser ganske svarende til spillerums-
processerne, men tillagt si store negative dakningsbidrag, at vi
sikrer 0s, at de elimineres ved de felgende operationer.

3) 1 mange tilfzlde er det simpell blot at udvaelge et sat processer
(m) og bestemme de intensiteter, der svarer til det rigtige totale
forbrug. Dette sker, idet vi antager, at de valgte processer er de
m farste, ved lesning af de m ligninger19).

ain X1 + aig X2 + ... . + atm Xm = ay
az1 X1 + azx2 + .... -+ azm Xm = ap
o.5.v. indtil

Aml X1 -+ &mz Xz 4+ - .- - 4 Amm X = am

*) Metoden er f. ex. beskrevet af 'W. Cooper og A. Charnes i en artikel ,Transporta-
tion Scheduling by Linear Programming®. Proceedings of the Case Institute Con-
ference on Operation Research in Marketing, (Jan. 1953).

9) Simplex-metoden er nmrmere beskrevet i [2], kap. XXI og XXII, samt i [1]
Tallene i [ ] henviser til litteraturfortegnelsen sidst i artiklen.

10) Maximalgraden forudsat s& stor som muligt, altsd lig m.

3!
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2. Trin.

Nir vi sdledes har udvalgt en basislesning, bliver problemet fra denne
lesning at arbejde os frem til den optimale. Dette sker ved en vandring
fra det extreme punkt, som reprasenterer vort basissystem, til et andet
ligeledes extremt punkt, der giver en mere optimal verdi for funkiio-
nalen. Ved saledes at vandre gennem stedse mere optimale punkter ar-
bejder vi os efterhinden frem til den optimale lesning. I stedet for at
skulle gennemregne samtlige extreme punkter fir vi ved den understre-
gede betingelse en udvelgelse, der sikrer en hurtigere vandring til det
optimale punkt.

Mere preesist kan dette opspaltes i folgende problemer:

1) Hvorledes kommer man fra det extreme basispunkt til et andet
extremt punkt,

nar vi samtidig ma forlange, at:

2) Det nye extreme punkt skal reprasentere et program, der er mere
optimalt end det oprindelige.

ad 1) Vi har tidligere omtalt, at de extreme punkter reprasenterer
et program bestdende af s& fa processer som muligt. Da basissystemet op-
fylder denne betingelse, kan vi ni til det nye system ved at udvzlge
een proces blandt de ikke benyttede og lade den indgd i det nye system
til aflesning for een af processerne i basissystemet.

ad 2) Denne ombytning af processer mé foretages siledes, at vi sikrer
os overholdelse af punkt 2). Vi mi derfor besvare felgende spergsmail:

a) Er det muligt at foretage en sddan udvalgelse blandt de ikke be-
nyttede processer, at punkt 2) opfyldes, eller er vi allerede i den
optimale situation?

b) Hvilken proces skal vi valge at indfere?
¢) Hvilken proces fjerner vi fra programmet?

For s& nemt som muligt at besvare disse pargsméil opstiller vi vort
basissystem i en sikaldt simplextabel.

Ved opstillingen af denne ferste simplextabel er vi glet ud fra vort
exempel, og vi har benyttet spillerumsprocesserne som basissystem. Kun
en del af tabellen er naturligvis vist.

[ tabellens 2. sojle er de benyttede basisprocesser angivet; 1 1. sajle
de tilsvarende enhedsdekningsbidrag, som her alle er lig 0. T 2. rekke
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Simplex-tabel, I-trin.

Enhedsdakn.- ! ) d d
bidrag — | ° g ) dy | ds i k | "
]Eﬁ;_ Basis- f !
d.- | Ppro- A Xpgy | Xote Hedm| %4 Xa Xy X
bidr. | Cesser i
L L | | i | 1
| | |
0 | Xpwr| a3 1 0 0 a5 | 2 [ A ] Am
i |
I 1 ] I (I
| _ _ U |
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' i ! 1 I
| T |
| -
| I
| | i | S N R
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0 Xr e 0 0 0 A Az i {oArk ! ey
[ I N
' ' ! ! |
L |
| ! i ! |
I | .
! ' ' i
| b i | I R N
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I ] I I
! ~ I |
| D 0 0 0 | 2ty l Zg-Cg Bj—C)c '| Zy=ty
|

er knaphedspunktet og samtlige mulige processer opfort; i 1. reekke de til-
svarende enhedsdekningsbidrag.

I 8. sejle finder vi de intensiteter af basisprocesserne, der netop-giver
A. Nér vi benytter spillerumsprocesserne, som netop har enhed fzlles
med de tilsvarende rastoffer, fir vi selvfelgelig her de tildelte maengder.

I de folgende sajler er for hver af de mulige processer angivet de
intensiteter af basisprocesserne, der svarer til een enhed af den respek-
tive proces i 2. reekke. Eller sagt pi en anden méide, de intensitetsreduk-
tioner af basisprocesserne, som indferelse af een enhed af de respektive
processer pd grund af begransningerne ville medfere. Indferelse i
basisprogrammet, som netop fuldt anvender hele A, af een enhed af Xn+1
vil naturligvis betyde, at een enhed af Xn+1 i basisprogrammet mi gé
ud; for de avrige basisprocesser sker der intet ved indferelsen af Xa+1.
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Indferelse af een enhed af X vil nedvendigvis fare til, at den basis-
proces, der svarer til ristof Ai, mi reduceres med det, som Xi bruger
af dette ristof. Tilsvarende for de andre basisprocesser, og vi far derfor,
at det der skal std under processerne netop er deres forbrugskonstanter.

Det md understreges, at disse konstanter nelop angiver inlensilelsre-
duktioner for basisprocesserne ved indferele af een enhed af den pd-
geeldende proces med basissystemet som udgangspunhiil).

I nederste rackke er angivet falgende:

Under A-sojlen summen af enhedsdzkningsbidragene fra 1. sejle mul-
tipliceret med de tilsvarende intensiteter i A-sejlen, eller med andre
ord det totale dakningsbidrag for basisprogrammet. I dette tilfzlde,
hvor basisprogrammet lader samtlige tildelinger ubenyttede, selvfolge-
lig lig 0.

Under processojlerne er angivet z — ¢; z markerer summen af enheds-
dzkningsbidragene fra 1. sejle multipliceret med de tilsvarende inten-
sitetsreduktioner under processen. z; angiver derfor den samlede virk-
ning (reduktion) pd det totale dackningsbidrag som felge af, at basis-
processerne reduceres for at give plads for een enhed af X; Trakker
man herfra processen X;i's enhedsdakningsbidrag ¢, bliver det samlede
resultat nettoreduktionen af det totale dekningsbidrag ved indforelse af
een enhed af processen med basisprogrammet som udgangspunkt.

Nar man benytter spillerumsprocesserne som basisprogram, er opstil-
lingen af denne 1. simplextabel blot en indferelse af de kendte konstanter
i skemaet plus nogle simple regninger for den nederste reekkes vedkom-
mende.

Ud fra denne tabel er vi imidlertid i stand til at besvare spergsmalene
om overgangen til det nye program (2 a), b) og ¢) pa side 204).

ad a) For nettoreduktionerne af det totale dekningsbidrag i nederste
rekke, og for intensitetsreduktionerne i sojlerne gwlder folgende gensi-
digt udelukkende og eneste muligheder:

') Salremt vi ikke havde anvendt spillerumsprocesserne (eller hjelpeprocesser), men
m vilkiirlige processer som basissystem, mitte vi for at finde disse konstanter have
lest n4-m-1 ligningssystemer.

Hvis de q forste processer var basisprocesser for konstanterne under X f. ex.:

an .N.| i alf .‘-:g ol -k ﬂjﬂ x“ = alk
g Xy 4 Asa Xe 4 ... o Ay 4 Iy I8p

..................................................
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I: Samtlige netloreduktioner er 2 0.

Det er siledes ikke muligt ved indfarelse af nye processer 1 basispro-
grammet at nd til en mere optimal lesning. Ui befinder os i den opti-
male situation.

1I: En eller flere af nettoreduktioncrne er < 0.

Indferelsen af en af disse processer vil derfor fore til en forsgelse af
det totale deckningsbidrag og dermed til en mere optimal lesning.

Vima dog her sondre mellem:

1. Alle intensitelsreduktioner er = 0 for mindst een af processerne

med nettoreduktioner < 0. Indferelsen af en af disse processer
vil altsd pa grund af begransningerne medfore, at intensiteterne af
nogen af basisprogrammets processer mé reducere for at give plads
for den nye proces. Vi kan derfer fortszette indferelsen af den nye
proces ad infinitum og siledes oge det totale dakningsbidrag
i det uendelige.
Det siger sig selv, at forekomsten af en sddan situation i praksis vil
vaere ulogisk. Dens forekomst vil. som regel betyde, at en regnefejl
har indsneget sig, eller at problemet er opstillet forkert, f. ex.
ved at man har overset en knaphedsfaktor.

2. Nogle intensitelsreduktioner i samtlige sojler under processer med
nettoreduklioner < 0 er > 0.
Indforelsen af en af disse processer vil derfor pd grund af be-
grensningerne nedvendiggere en reduktion af en eller flere af
basisprocesserne. Nar indferelsen af processen er drevet sa langt
at een af basisprocesserne helt er fjernet fra programmet, stader
vi igen mod begra@nsningerne; vi har niet et nyt extremt punkt.
ad b) Séfremt flere af de ikke benyttede processer har nettoreduktio-
ner, der er mindre end 0, skal vi altsa treeffe et valg mellem dissel2).
Hvilken af dem skal vi indfere i systemet?

Formélet med at udvalge en bestemt proces mdtte veere at nd det
optimale program gennem sd fd tabeller som muligt. Vi er imidlertid
ikke 1 stand til at angive retningslinier herfor. Selv om man anvender
den proces, der har den mest negative nettoreduktion, er det ikke afgjort,

12) Samtlige basisprocesser md naturligvis have nettoreduktioner lig 0. Alvigelser
herfra ville betyde, at betingelsessystemet ‘kke var opfyldt, intensiteterne mitte xn-
dres, indtil samtlige disse nettoreduktioner var lig 0, med andre ord indtil vi
befandt os i det extreme punkt.
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at vi herved opnir det enskede. Vi kan kort sige det siledes, at vi even-
tuelt hurtigere stoder mod begrznsningerne, eller at vi miske nér et
extremt punkt, hvorfra vejen til det optimale er langere end fra et an-
det extremt punkt.

Nar vi nu intet bestemt kan sige, kan vi ikke gere noget bedre end
at velge processen med den mest negative nettoreduktion til indferelse.
Lad os antage, at denne proces er Xk i 1. simplextabel.

ad ¢) Hvilken proces, lad os kalde den X, skal vi fijerne af hensyn til
indforelsen af Xy?

Vi har tidligere under II, 2, omtalt, at vi er i stand til at indfere mere
og mere af Xy, indtil intensiteten af een af basisprocesserne er reduceret
til 0. Med udvalgelsen af Xx er X; altsd fastlagt.

Vi dividerer de positive elementer i ssjlen Xk op 1 de tilsvarende
intensiteter i sajlen under A og velger X: som den basisproces, der har
det mindste af disse forhold13). .

Efter at have udvalgt de 2 processer skal vi nu flnde konstanterne for
det nye program. Vi har set, hvorledes den 1. simplextabel for vort ba-
sissystem indeholdt alle nedvendige oplysninger. Vi skal opstille en ny
simplextabel for det nye system, der bestdr af processerne i basissyste-
met med undtagelse af X, men i stedet med Xx.

Lad os betegne samtlige elementer i 1. simplextabel med

aij,
hvor i angiver rakken (basisprocessen) og j sejlen (en mulig proces).
Lad sejlen under A have nummer 0 blandt sejlerne og den nederste
reckke nummer 0 blandt rakkerne.

Udregningen af konstanterne i den nye tabel lettes nu betydeligt ved
at anvende folgende formler.
arj

drk ®
aik og a%y =
tri drk

a%; = ap —

hvor a* betegner elementerne i den nye tabel.

Med den angivne nummerering af sejler og rakker kan formlerne
anvendes til udregning af alle konstanter i den nye tabel. Formlerne
kan, nir man erindrer elementernes betydning, udledes ved driftssko-
nomiske r&sonnementer.

Degeneration.

Under bestemmelsen af X. har vi nzvnt, at flere af basisprocesserne

14 Anglende det tilfzlde, hvor mere end een basisproces har dette mindste forhold,
se naste afsnit om degeneration.
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kunne have samme mindste forhold. Ved indferelsen af Xy vil derfor
mere end een af basisprocesserne gé ud. Dette betyder, at vi med Xx
og de resterende basisprocesser alene kan opfylde betingelserne. Med
mindre end m kan vi imidlertid ikke udtrykke en enhed af samtlige
mulige processer. Vi kan ikke fi fat i, hvilke intensitetsreduktioner
indforelsen af een enhed af for exempel X; vil nedvendiggere. Vi kan
derfor ikke pd samme méade finde de nye Xx og X-.

Vil vi derfor bevare simplexmetodens anvendelighed i sddanne til-
faelde, md vi sikre os, at ikke mere end een basisproces gar ud. Dette
problem er last af A. Charnes'?), som har vist, at simplexmetoden er
generelt anvendelig, sifremt man blot yderligere overholder falgende
regler:

1) Razkkefelgen af processerne i 2. reekke og dermed af sojlerne holdes

konstant hele underssgelsen igennem.

2) Vi md veelge, hvilken af de basisvektorer, der har det samme
mindste forhold, vi skal lade g& ud. De andre md vi lade blive,
selv om de har 01 sejlen under A. For at afgere hvilken divideres
alle elementer 1 en af de rakker, der stir ud for en af de aktuelle
basisprocesser med det tilsvarende element i den k'te sojle, Dette
gennemfores for alle de aktuelle rzekker. Vi sammenligner nu de
fremkomne razkker af forhold, idet vi begynder fra venstre og gir
mod hajre. Forste gang vi meder en forskel mellem forholdene
i rekkerne, standser vi og r velges ved det forhold. der her er
mindst. En sddan forskel mé nedvendigvis indtraede, og r er derfor
fuldstzendig determineret ved denne regel.

Fremgangsmdden ved udledningen af et optimale program er altsd
folgende:

1) Udvalg et basisprogram bestiende af m processer og opstil den
ferste simplextabel.

2) Vi underseger, om I eller II. 1. foreligger; sifremt dette er til-
fzldet, er opgaven last.

3) Safremt IL. 2. foreligger, udvalger vi Xx og X efter de angivne
kriterier og opstiller efter formlerne og med overholdelse af de
angivne regler den nye simplexrabel.

4) Denne tabel underseges som under 2) beskrevet o.s.v., indtil vi

) (1] og [5].
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efter et antal simplextabeller mindre end antallet af processer
standser ved I eller II. 1.

E. Begreber, forudsetninger og anvendelsesomride.

Er opstillingen af denne slags modeller nu andet og mere end et mor-
somt teoretisk tankespil? Dette vil selvsagt afhznge af, om man i prak-
sis er i stand til med tilstrazkkelig tilnzermelse at indpasse virkelighedens
forhold i det matematiske 1. p.-system.

Efter den foregiende fremstilling er det rimeligt at opspalte 1. p.-
problemet i felgende 3 hovedelementer:

1) Procesbegrebet.
2) Fordelagtighedskriteriet.
3) Betingelsessystemet.

En omtale af disse 3 hovedelementer vil tjene som svar pa det spergs-
mal, vi ovenfor har stillet os.

1. Procesbegrebet.

[ vort specielle exempel har vi talt om produktionsprocesser — pro-
duktion af en vare — og spillerumsprocesser, der blot fortzller, hvor-
meget af tildelingerne af de enkelte rdstoffer, man ikke udnytter. Lag-
ger man imidlertid vagt pa, at L. p.’s anvendelsesomrade er alle sidanne
problemer, som lader sig udtrykke som en matematisk opgave af den
angivne art, er det klart, at procesbegrebet fir et meget videre omfang.

Det vil sikkert vaere pé sin plads her at nzvne nogle af de forskellige
indhold, man ved allerede foretagne praktiske undersagelser har tildelt
begrebet.

Fra en planlzgning af luftbroen til Berlin kan det sdledes navnes,
at man som processer har opereret med komplekser som ,Supplying
Berlin®, ,Flying the Airlift®, ,Constructing runways in Berlin® o. lign.
I diztproblemet er en proces simpelthen det at anvende en bestemt
fadevare i kostplanen!). Procesbegrebet kan sdledes bringes til an-
vendelse med et meget forskelligartet indhold, og det er derfor rimeligt

15) [ diztproblemet soger man den billigste kostration ved sammensaztning af visse
fodevarer. Kostrationen skal opfylde visse minimumskrav (og maximumskrav) med
hensyn til vitaminindhold, kalorieindhold o. lign.
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meget generelt at definere en proces som en speciel metode til udforel-
sen af en bestemt opgavelt),
I L. p. optraeder processen i to forskellige relationer, nemlig i

1) fordelagtighedskriteriet (2) og i
2) betingelsessystemet (1)

2. Fordelagtighedskriteriet.

Den enkelte proces er forlenet med en ganske bestemt fordelagtighed
pr. enhed, og om denne fordelagtighed gelder de 2 forudsztninger,
linearitetsbetingelsen og additivitetsbetingelsen.

Hvorledes man i den enkelte opgave udtrykker denne fordelagtighed
er i og for sig ikke afgorende. I exemplet har vi anvendt varens enheds-
dzkningsbidrag som et samlet udt-yk for den enkelte proces fordel-
agtighed. Man kan naturligvis udmizrket ved opstillingen af problemet
spalte fordelagtigheden op ved at anfere en rakke forbrug og priser,
tildele de knappe rastoffer en pris o.5.v.; men man mi sd indfere for-
udsztninger om konstante enhedsforbrug, konstanter priser o. lign.

I dizztproblemet, hvor man som sagt seger den billigste kostration og
derfor skal minimere fordelagtighedsfunktionalen, er den enkelte pro-
ces fordelagtighed negativ — udtrykt ved fedevarens pris.

Det principielle bliver dog under alle omstendigheder, at der til
hver proces er knyttet en bestemt enhedsfordelagtighed.

Det folger heraf ,at man ved en isoleret betragtning i maximeringsop-
gaver vil anvende samtlige processer med positiv fordelagtighed ad in-
finitum; de med negativ fordelagtighed vil slet ikke blive anvendt.

Forst ved indferelsen af betingelsessystemet far problemet derfor eko-
nomisk perspektiv. Samtlige processer ma inddrages i dette betingelses-
system — i exemplet md alle processer forbruge mindt eet af de knappe
rdstoffer — ellers er problemet ikke determineret.

3. Betingelsessystemet.

I det foregiende har vi benyttet réstof knapheder som exempel pa for-
hold, der kan udtrykkes gennem Letingelsessystemet. Vi skal ganske
summarisk nzvne en rakke andre forhold, der exempelvis kan danne
den reelle baggrund for betingelsessystemet i1 andre opgaver:

1) Produktionsbetingelser, kvalitetsbetingelser.

18) Tfr. [2] p. 1. I L. p. anvender man ofte hetegnelsen activity.

3‘1
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2) Kapacitetsgrienser for afdelinger eller maskiner.
3) Likviditetsknaphed.

4) Mindsteproduktion af en vare af hensyn til good-will eller leve-
ringsforpligtelser.

5) Leveranderens kapacitet,
6) Legale pibud.

7) I dynamiske modeller den ene periodes afhangighed af den fore-
gdende periodes produktion og forbrug.

Sdvel interne som externe forhold kan altsd danne grundlaget for
betingelsessystemet. Ligesom ved fordelagtighedsfunktionalen er det
af hensyn til den matematiske losning en forudsmtning, at processernes
intensiteter indgar i1 betingelsessystemet pd en sidan mdde at

1) Lineariteten

og 2) Additiviteten
overholdes.

Hvad dette betyder, vil naturligvis vaere forskelligt efter, hvad betin-
selsessystemet dackker over. Generelt kan man sige, at der til hver
proces mi vare knyttet et antal konstanter svarende til antallet af
betingelser; disse konstanter md vaere updvirkede af den enkelte og de
ovrige processers intensiteter. Sifremt en proces ikke pévirkes af en
betingelse, er den tilsvarende konstant lig 017).

Betingelsessystemet udger som navnt det ekonomiske element i 1. p.-
modeller. Hvor det uden det for den enkelte proces var et enten eller,
er der med dets indferelse sat bestemte graenser, der gor en udvalgelse
af processer og en fixering af intensiteter nedvendig.

Ved linearitets- og additivitetsbetingelserne for fordelagtighedsfunk-
tionalen fjerner vi den skonomiske variation i produktionsomfang og i
substitution. Som modstykke til dette har vi for linearitetsbetingelsen
den enkelt proces betingelseskonstanter i forhold til begransningerne
og for additivitetsbetingelsen processernes .konkurrerende beslaglaeg-
gelse af kapacitet®.

I denne forbindelse er det meget vamsentligt at bemzrke, at netop
betingelsessystemet giver os en mulighed for at begranse den restrik-
tive virkning af foruds®tningerne. En tilpasning mellem de virkelige
17} Hele denne samling af konstanter plus konstanterne pd hejre side af lighedsteg-

nene i betingelsessystemet betegnes 1 almindelighed i 1. p.-litteraturen for  tekno-

logien®.
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forhold og processernes forudsatte linearitet og additivitet bide med
hensyn til fordelagtighed og betingelser (f. ex. forbrug og gevinst) kan
opnds ved en opdeling af processerne.

Det kan saledes vaere rimeligt at opdele en proces efter, om den ud-
feres i normal arbejdstid eller ved overarbejde, om det drejer sig om
produktion af de forste 1000 stk., hvor man kan piregne at afsztte til
en stykpris pa 200 kr., eller de nzeste 500 stk., som man antager at mdtte
seelge for 175 kr. pr. stk.

To processer kan opdeles i 4 med en samtidig opdeling af et falles
rdstof 1 2 med den begrundelse, at rastoffet ma indkebes til 400 kr.
pr. ton for de farste 5000 tons, men derefter kan faes for 350 kr. pr.
ton o.s.v.

De enkelte processer opdeles i nye processer hver med sine betingelses-
og fordelagtighedskonstanter, og der indferes nye betingelser, som sik-
rer, at processerne bringes til anverdelse i den rigtige razkkefolge.

Dette er som bekendt i overensstemnmelse med de kompromisser, man
i praksis ofte indgdr. Teoretisk set er der intet i vejen for, at man pé
denne made kunne d=kke de faktiske forhold, men 1 praksis skal man jo
far eller siden til at lase den matematiske opgave. Man méi derfor, selv
om man med hulkort- og elektronregnemaskiner kan klare store opgaver,
i den enkelte situation afveje forholdene mod hinanden.

Pa grund af den usikkerhed, der ligger i problemernes natur, vil det
ofte vaere rimeligt at operere med forholdsvis grove modeller. Ved plan-
lzgningen af luftbroen til Berlin havde man forst opstillet en detailleret
model, som man imidlertid af beregningsmassige grunde reducerede.
Man opnéede alligevel realitiske og verdifulde oplysningerl®).

I avrigt har man fundet metoder, hvorved man i specielle tilfzlde kan
lose problemer af ikke linezr art. Mad det vi ovenfor har sagt om for-
holdet mellem betingelsessystem og foruds@tninger in mente, forckom-
mer det dog fornuftigt som Dorfman at betegne forudseatningerne som:
~convenient in practice, not essential in theory“19).

For yderligere at understrege den skonomiskabende betydning betin-
sessystemet kan tildeles eller mere generelt sagt for at illustrere den
sammenhaeng, der er mellem samtlige 1. p.-begreber, kan vi naevne, at
man udmzrket kan operere med processer med negativ fordelagtighed.
Processer, hvis eneste berettigelse 1 systemet bestar 1, at de prasterer af-
kast, som kan konsumeres af processer med positiv fordelagtighed. Vi

18y [2] p.p. 202.
19y [3] p. 93
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har navnt, at der i luftbro-modellen indgik processer som ,constructing
runways in Berlin®.

En simpel folge af disse reesonnementer er en udvidelse fra at be-
tragte processernes betingelseskonstanter alene i forhold til de i udgangs-
situationen givne konstanter (hejre side af betingelsesligningerne).

Processernes elementer opdeles i input og output og pa tveers heraf
| primary, intermediate og final factors, hvor de 2 forste begreber ma ses
i relation til den enkelte proces, de 3 sidste til problemet som helhed.

Intermediate factors optreeder som output i visse processer, som input
i andre. Den omkostning, der er forbundet med at opnd en intermediate
factor som output. viser sig i 1. p.-modellen dels som en eventuel negativ
fordelagtighed for processen (real cost) dels som en beslaglazggelse af
primary factors (opportunity cost). P4 ,indtzgtssiden® viser processens
resultat sig som en foregelse af mulighederne for anvendelse af andre
processer.

Final factor indgdr alene i fordelagtighedskriteriet.

Vi har hermed skitseret det centrale 1 hele den iagttagelsesmide, der
er seerkendet for 1. p. Det skonomiske element kommer ikke alene frem
i fordelagtighedsfunktionalen, men i mindst lige sd hej grad i betin-
gelsessystemet i forbindelse med processernes samspil. Dette er i fuld
overensstemmelse med det generelle skonomiske princip, at knaphed 1
videste forstand cr begrundelsen for enhver form for ekonomi.

Afsluttende bemerkninger.

De sidste bemacrkninger antyder, at 1. p. snarere end at vaere en spe-
ciel metode md betragtes som en teori. Hvorvidt det bliver den aflaser
for marginalteorien, som mange spdr, er et spargsmdl, som de kommende
ar skal besvare.

L. p. er i hvert fald fra pionerernes side ment som et svar pa de krav,
man i praksis stiller til en driftsekonomisk teori. Man har direkte medt
problemerne og hertil segt at udvikle et apparat. der var simpelt og
handy.

L. p. er hovedsagelig blevet anvendt i U.S.A. af de store statsinstitu-
tioner (Air Force) og indenfor visse storindustrier (olie). Herhjemme fo-
ligger kun enkelte forseg, men det md afgjort veere af den sterste be-
tydning, om man snarest fik hestet de erfaringer, som skal betinge og
belyse mulighederne for en fremtidig anvendelse.
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