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FIBONACCIFRUGTER

Thyge Knudsen

1. | det botaniske begreb phyllotaxis (bladordning) spiller fibonaccitalle-
ne en mystisk rolle. Fibonaccitallene er fglgen fO’ f1, fz, ... bestemt ved

den recursive formel

fO=O, f1 =1, ',<+z—fk+1 +fk, for k=0
altsd fotgen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
fn-H
Denne félge har mange paene egenskaber,sasan 1) konvergerer mod det
f
X _ 1 +45 ° o L n
gyldne snit T = 5 nar n gar mod uendelig,
_ 2 2
2) foar = fic T o
-k _ -1 . .
) o= ka - fer= fk_1 -feT hvoraf vi skal bruge nogle i det fglgen-
de. .

| naturen vil man opdage, at blade pa planter og grene tit er ordnet
s&dan, at den brgkdel af en hel omdrejning, der skal udfgres sammen med
en translation langs grenen, for at komme fra et blad til det neste, er kon-

1 1 2 .
stant (fig. 1a). F.eks. er brgken for elm 7, hassel 3, eg 3 poppel 'g", pil

5

— OSV. | ste-

13 2 ) 2 3

det for at sige = omdrejning den ene vej, kan man taleom 1 - ¢z =% omdrej~
5 2 3 5° 8%

ning den anden vej. P& denne made far vi brgkerne -]2-, 3 B B TR
hvor tzller og nevner er successive fibonaccital. Tager man en udsprungen
solsikke er det nok de ferreste, der har tenkt over, hvor fint rérblomster-
ne i kurvebunden danner logaritmiske spiraler der slynger sig ud fra cen-
trum, et sae't i pos. omdrejningsretning og et sa&t i negativ omdrejningsret-
ning. Tealler man spiralerne i de to set, kommer man til tal som 34 - 55,

55 — 89 eller 89 -~ 144 for visse arter. Dvs. 09gsd successive fibonaccital.

P& grankogler og fyrrekogler synes skallene ordnet i reekker, der snor




sig i spiraler op omkring frugten. F.eks. 5 rekker parallelt op den ene

vej og 8 andre mere stejlt op den anden vej, eller 8 og 13 rekker. Sadan-
ne frugter kaldes fibonaccifrugter. Annanassen er ogsa en fibonaccifrugt,
hvis overftade er inddelt i sekskantede celler, med 5 paralielle rekker,

der snorsig op h¢jre om, 8 raekker stejlere venstre om og 13 rakker stej-
lest igen h¢jre om. | det fglgende vil vi angive en konstruktionsmetode for
nstiliserede!' fibonaccifrugter. Denne metode dannede grundlag for et GIER-

algel program, der lavede tegningerne sidst i denne artikkel.

2. Vi vil lige indfére nogle betegnelser. Som falles betegnelse for de
morfologiske enheder, der danner mgnstret pa en fﬁugt, bruger vi '"blade!!.
Et blad er altséd et kogleskal, en sekskantet celle pa annanasfrugten osv,
Bladet sidder pa "frugtbunden!', som er frugt minus blade. "Bladpunktet!
eller blot punktet er centrum af den snitflade, der opstadr, nar bladet skares

af frugtbunden,

En fibonaccifrugt er I¢st sagt en frugt, hvis blade danner 2 (eller 3)
grupper af parallelle bladrekker, der snor sigop ad frugten i modsatte
retninger, og hvor antallet af rakker i hver gruppe forholder sig som 2 (el-

ler 3) successive fibonaccital.

Det er klart, at bladménstret er en afspejling af bladpunkternes mgn-
ster pa frugtbunden. Og det spgrgsmal melder sig, hvordan man kan konstru-
ere sig et givet m@gnster punkt for punkt? Som en simpel frugtbund velger vi
fdrst en cylinder C med radius 1, anbragt i et sedvanligt retvinklet koordi-
natsystem, sa z-aksen er C's akse. Der skelnes mellem cylindriske og al-
mindelige retvinklede koordinater, ved at fgrstnaevnte far suffix C, f.eks.

P=(©, r, z).=(x, v, 2)

C

hvor x=cos(@) r, v = sin(@) r og r =4/ ><2+y2 . Ved en spiral pd C forstas

en kurve med parameterfremstillingen (6, 1, h®@) . (h > 0 er en konstant der

. C
betegner haldningen). Vi definerer et mgnster M p& C som uendelig mange

punkter p& C med fglgende egenskaber.



Enhver spiral pa C der indeholder 2 punkter, inde-

holder uendelig mange akvidistante punkter.

2° Der findes ikke 2 punkter med samme tredie koordi-

nat z.

3° Et punkt ligger i O= (0, 1, 0)
Der galder nu at et mgnster M pa C har disse egenskaber, hvis

og kun hvis der eksisterer to positive tal GO ogh, s&@ M bestar af punk=-

‘n, 1, h‘@o- n)C for n€Z . LLad nu M vere et mgnster

h > 0. Bestemmer vi de to punkter pd den positive

terne F’n = (QO

pad C bestemt af @O,
halvdel af C med kortest afstand fra O (afstanden pd& cylinderoverfladen

_J G, 2 2 2 . .
mellem O og P_ er \OPn‘ =+min(-n S, mod 2m)° + n“ h“)lad os kalde dem
Pny = (go, N, 1, he®yn,). og Pn, = (QO Ny 1, h-@o-nz)c indser man
let at M bestar af punkterne (Go(n1~ i+ nz-J), 1, h-@o(n1-| + Ny J))C i,j€z.

Man kan nu tenke sig n, hhv. n2 parallelle &kvidistante spiraler bestemt

ved at en af de n, spiraler fdlger den korteste vej gennem O og Pm , 09

1

en af de N, spiraler f¢lger den korteste vej gennem O og Pnz .

punkterne mellem spiralerne udggr da mgnstret M, og @jet opfatter faktisk

Skerings-

M som disse skaringspunkter. Det gaelder nu om at vaelge ©,., og h s& n

0 1

og nz' bliver successive fibonaccital. P& grund af formlen
—1 _ "'k . . _ZE o
fk- T - fk—l = (=) veelger vi QO = og far
- (20 2n =
P = (o fics 1 e fid e

-1 2n ., __ .2¢ o
(fe r " = fi_y) 2mbne g = (- g2 b S f)

(=T

Det ses at Pfk og Pfk+1 ligger pd hver sin side af vertikalen gennem O .
Tegnes fk @kvidistante spiraler hvoraf en gennem O og Pfk’ samt fk+1
=kvidistante spiraler, hvoraf en gennem O og Pfk+1 :
danner de en vinkel ¥ med hinanden., D2sto stgrre h er desto mindre bli-
ver § oger h lillebliver | stor. Der findes klart et h sadan at = 90°.
For et sidant h er afstandene fra O til Pf. ©9 Py ., de to korteste.
Mgnstret fremtraeder for gjet som skaeringspunkterne mellem de fk og de

fk+1
den korteste afstand fra O, indices som successive fibonaccital. Dnsker

spiraler. Der gxlder at for et vilkarligt h har de to punkter, med

vi at beregne et h for det mgnster, hvor fk og fk+1 spiraler skarer



hinanden med vinklen V{, Ig¢ser vi ligningen
—_ _E) _
OPf OPfiyq = |OPR | [OPy | cosli)

ved hjelp af trigonometriske formlier og formlerne for fibonaccitallene. Vi
far

h=1I (cot(\b) +ﬁ cot(}) )2 4 4 ‘)
2 °fF - f f o f 2<+1 o,
k k+1 k k+1 T fk fk+1
1
h=" for ¥ = 90°
fic Tice1
5
5/ ' ) >
) L 34 P ) ¢ 24
7. %6 23 ¢ q
) % 2 ,'q

20 k)
18 i/ e

i

q\ﬁ

Fig. 1

(a) % phyllotaxis. (b) Enhedscylinderen opskéret, foldet ud og med blad-
m@nster bestemt ved:

f, =5, f =8, v =90° eller (E- n,1,0.01122 20 n) . (tallene referer-
k N ! T [ T C

er til n).



L.ad nu frugtbunden veare bestemt ved en positiv konveks og differenti-
abel funktion f!'s rotationsflade omkring z-aksen 1 et aimindeligt retvink-
let koordinatsystem (f(z) = radius for frugtbunden i punktet (0, 0, z}) f er
defineret for 0 < z, < z £ frugtlengden. Antag at vi har bestemt h, for
givne fk, fI<+1 og ¥ som anfért. Bladpunktierne placeres nu successivt,
det férste i (0, f(zo), zo)C . Har vi sat et bladpunkt i (©, f(z), z)c, st~

tes det naeste i (© + %Tl, f(z"), z') hvor z!'=2z+h % flz) = z+ Az . Nér

c’
A z saledes bliver proportional med radius bevares vinklerne s& de samme,
nu "de formerede! spiraler bliver visuelt dominerende. Hvis vi f. eks., ta-
ger en kegleflade og vaelger et passende h, vil det visuelie m@nster vere
sékaldte concho~-spiraler (konkylie-) som set fra oven er logaritmiske spira-

ler (fig. 2a), hvilket nu vises:

Fig. 2
(a) Koglen (©, r, z)C (deriv = 1, dvs. r = z) set fra oven med m@gnster be-

- 0@ - \
stemt ved f_=3, frpy = 5, ¥ =90°. (h=0. 02957).



Keglen K (fig. 2b) har parameterfremstillingen (@, deriv. z, Z)C’

hvor deriv = deriverede af f = konstant.

Ar = deriv-Az = deriveh-r A® hvoraf

ad_gC = deriv-h-pr som har I¢gsningen

r=r, exp(deriv-h-@), z = 7y exp(deriv-h.-@), hvor ro = der‘iv-zO .

Det gamle konstruerede mgnster er altsd tilnermelsesvis mgnsteret

bestdende af punkterne

21

(E- . exp(der‘iv-h-—T—--n), z, exp(deriv-h-%ﬂ- n))

Tn’

"o C

som kan skrives pad to andre former
(E(f ‘n+i), r exp(u) z exp(u?) og
Tk 0 0] C

(21T

T(fkﬂ. n+ j), "o exp(\j), 2, e><p(v})C

= i . .2:[ . i —3 H . .-Z—TT . 1 H -
hvor u, deriv'h p (fk n+ i), Vi deriv-h p (fk_H n+j) og i=0, 1,
2, o R s I=0, 1,02, e f -
Da -zT—ﬂ- f o~ —ZTT(—’T)—k (mod 2m) ser vi at mgnstret bestdr af skerings-
punkterne mellem de f_ og fk+1 spiraler (—(—T)_kHG + 20 i, o exp(si),

X 2n . -k
zy exp(s;)) o, hvor s, =deriv h (f O+ Nog(-(-1"" o +%r11

?

: L N L 2T e
o exp(tj) » 24 exp(tJ))C hvor tj = deriv h(fk-Hg + 5 i) . (fig. 2a)

Sadanne concho-spiraler synes bladene ogs& at danne p& mange kogler
i toppen og i bunden, hvor haldningen er stor. Det er mi&ske mest tydeligt
pa fyrrekogller*. Vi kan nu konstruere en frugtbund med bladpunkter, og i
dem skal der szttes blade. L.ad os ggre tre antagelser:

1°  Frugtens bestanddele vokser nasten proportionalt.



2° hiorfologiske enheder vokser ud og fylder &ben plads

op {frugten vokser kompakt).

3° Vinklen ¢ mellem frugtbundens tangentplan i blad-

punktet og det enkelte blad er konstant.

Ladnu f, h og ¢ bestemme hhv. en frugtbund, et passende blad-

megnster for denne og en vinkel som i 3°.

Man velger et to-dimensionalt prototypeblad B pé& fglgende made. Dets
form er en konveks kontinuert kurve K | planen. Man ganger sd en passende
skalar (skf) pad denne kurve, sddan at bladene placeret p& enhedscylinderens
overflade, med mgnster bestemt ved h , danner et pant bladmgnster. Skalar-
faktoren (skf) kan udregnes ud fra kendskabet til arealet (ar) omsluttet af
K, den brgkdel r man ¢nsker skal vaere synlig af hvert blad samt h .
r-gkfz- ar = 2t h-%ﬁ = Lmz- 2 . Efter regel 1° skal B forstg¢rres linesnrt
i forhold til radius, hvor bladet s®ttes p& frugtbunden. Men da bladet
stritter opad langs frugten, som hos kogler, og da radius @ndrer sig op
langs frugtbunden, dakker bladet maske mere, maske mindre end det skui-
le. Derfor anvendes regel 2° og vi ganger en korrigerende faktor pa, som
er afHengig af heldningen & frugtbunden i bladpunktet. For at finde denne
faktor, foretager vi en beregning for en kegleflade (konstant haldning) som
frugtbund. Kald B's areal ar . Til ethvert blad pd enhedscylinderen C
s.arer da (h- %T-[ )- 2 af C's overflade. Til n + 1 blade pd keglefladen

2
hvor bladpunkterne er bestemt ved (Tﬂ N, P zn) hvor

r_«exp(h- deriv-zT—ﬂ- n)

"n B 0
- iy 20,
z, = 24 exp(h-:deriv - n),
ro = deriv-zo, svarer et areal af stgrrelsen (delkeglefladen mellem z, 09
z)
n

2 2 2 2 |2 2
me etz —TH"O'\/I"O tz, zﬂr‘nf\/r‘n +z

ndr n er stor.



n
Bladenes areal er zr'i ar =

0

n

ar-r 22) e><p(2'h-d«'er*iv--2—TI)I =
0] 0 T

exp(Zh'der‘iv--%r—ﬁ-'n) -1

ars.r 2
0

2

exp(Zh'der‘iv-—zT—E) -1

5 exp{2h- der‘iV‘E -n)
ar-r, :zT for n stor og h lille
2h~der‘iv-Tﬂ

2 2

Vi vil finde en faktor(fak), sd8 ar forholder sigtil 4m , som fak

AT

ar r
0

exp(2 h deriv %Tl n)

5 for‘hdlder‘
2 h deriv —
T

— ’ 2
,' -

. . i 2 2 24 1+deriv

sig til rrr‘n -\/r*n + z =1 pr e

.2 . eo
n o Jorio exp(2h-deriv - n) og vi far

fak = +/ 1+deriv® . Sa&fremt haldningen er negativ, dekker bladene for me-
get, sdledes at fak skal veere mindre end 1, modsat vor beregning for posi-
tiv haeldning., Sattes fak = 1 + g—-e—g—l-! fas et brugbart udtryk som passer til-

straekkeligt for haeldninger mellem -1 og +1 ,

For at opsummere er vores stiliserede fibonaccifrugt bestemt ved.

1° Frugtbunden - givet ved rotationsfladen omkring z-
aksen af en differentiabel konveks funktion f(z) > 0
defineret for 0 < 4 < z £ frugtlengden.

2° Bladmgnsteret M - givet ved konstanten h .

3° Prototypebladet B - givet ved en kontinuert, kon-
veks kurve i xy-planen, der bestemmer biadformen
samt et positivt reelt tal r < 1, der angiver, hvor
stor en brgkdel af B der ikke er overdakket af
andre blade, nar enhedscylinderen beklades med

blade B | mgnstret M.

4° VVinklen o mellem det pdsatte blad og tangentpla-

nen i bladpunktet.



3. For at tegne den stiliserede fibonaccifrugt pa datamaten er den forenk-
let yderligere, da det forekommer rigtigt at lade den va&re bestemt ved en-
delig mange parametre. Saledes er f stykket sammen af 3 andengradsligning-
er med 3x3 koefficienter til ligningerne + 4 parametre til de tre intervaller
jalt 13 parametre. Bladet B er givet pd formen (bx(t), by(t)) = (a, cos

1

(b1t + Cl)’ a, sin(b,t + cz)) i et almindeligt retvinklet koordinatsystem i pla-

nen, hvilket séledez kraver 6 parametre. Hvorledes bestemmes kurvelig-
ningen for det pésatte blad pa frugten? Fgrst er der en fast skalafaktor

skf bestemt af (bx,by), h og r som i 3° ovenfor. Vi f&r prototypebladet
B givet ved (skf-bx, skf-by). Bladets lengderetning er ud af x-aksen og
stilken sidder i (0, 0). Skal bladet pasattes i punktet (cos(S) f(z), sin(e)
f(z), z) med vinklen ¢ i forhold til tangentplanen, kan dette ske 1 fire tem-
pi:

1) En multiplikation af skalafaktorerne f(z) (1 _'______degw)

p& biadet B som giver bladet g8'.

2) En drejning © i xy-planen af B'.

3) En drejning w i planen, der er bestemt ved Bl!s
leengderetning og z-aksen, sadan at B! far den
rigtige stilling i forhold til tangentplanen i blad=
punktet. Denne vinkel w er udtrykt ved ¢ og de-

T

rivvw =5 - (arctan(deriv) + o) (fig. 3)

VA

Fig. 3

F = frugtbund, P, = tangentplan, u = arctan (deriv) og tallene henviser

til de tre flytninger.



4) En translation bestemt ved vektoren (cos(Q)f(z),
sin(@)f(z), z).

Sammensatningen af 2) og 3) er en ortogonal afbildning med matricen

cos(©)cos(w) - sin(©) ~cos(@)sin{w)
sin {S)coslw) cos{© ~-sin{Q)sin(w)
sin (w) 0 cos(w)

Frugten tenkes set fra punktet (x,, 0, zo) + (0, 0, 0) og projiceres derfor

O’
ned p& planen (tegneplar;éjn) med Jigningen xx. + zz

= 0 efter retningen

X0 0 0

+ (O gaelder at det bliver fért over i punktet
0

) . Forly
z

mod (xo, 0, z,
z

g zo(xz0 - xoz)
} 1 (x 2422
AL 2 2 %0 “0 , som
XO + z - xox - zox
Z xo(xoz - >\zo)

ligger i tegneplanen. Vi vealger nu et almindeligt retvinkliet koordinatsy-
stem t tegneplanen hvis 1. -akse er y-aksen i det 3-dimensionale koordi-

natsystem. 2.-aksen bliver sdledes i forlengelse af (-z 0, xo) . Ligger

0’
punktet (2, az,, S) udtrykt i detgamle 3-dimensionale koordinatsystem i teg-
ne planen, dvs. XOS + ZO\S = 0 er de nye koordinater | det 2-dimensiona-

le system

(7, sign(xg - zog) JE2 452 (fig. 4)

(Fig. 4, se side 11 )



> N

Fig. 4.

F = frugtbund og P_ = F's projektion pa tegneplanen ptg bestemt ved lig-

F

ningen xxo + zz0 =0,



Alt i alt har vi foretaget beregninger, sadan at vi kan tegne projektionen p&
tegneplanen af ethvert blad p& frugten. Nu kan vi naturligvis ikke se blade-
ne pad bagsiden af frugten. For at gére det hele nemmere vedtager vi, at et

blad kan ses fra ( 0, zo) hvis og kun hvis bladpunktet kan ses. L.ad 3

X
O’
betegne vektoren fra z-aksen til punktet P = (cos(©)f(z), sin(@)f(z), z)
-
vinkelret pa tangentplanen til frugtbunden i dette punkt, og b vektoren fra
(xo, O,zo) tit P . Vifar F= (cos()f(z), sint®)f(z), ~f(z)deriv)

B = (cos(©)f(z) - X7 sin(@)f(z), z - zo) (fig. 5)

>N

f(z)

;

Fig. 5



Det ses at hvis a-b = 0 ligger (xo, 0, zo) i tangentplanen til P,
g . ~ .
hvis -; b>0 kan P ikke ses og hvis ?-b < 0@ f(z) < cos(©) . X0 + deriv
(z - zo) kan P ses fra (xo, 0, zo) og bladet skal dermed tegnes. Nu mang-

ler vi blot at sikre os, at de syniige blade ikke bliver tegnet oven i hinan-~

den. Hertil vaelges ( o, zo) saledes at ingen blades inderside kan ses.

X9
Pa& denne made vil de (t)'\edr‘e blade altid overlappe de ¢vre, set fra (xo, 0, zo),
og det vil vere naturligt at tegne dem et for ét fra neden. | de allerfleste
tilfelde vil det overdakkede areal, efter at det n'te biad er tegnet, vare
séledes beskaffent, at forbindelseslinien mellem ethvert punkt i arealet

og {0, 0) er indeholdt i det overdakkede pd nar en ubetydelighed inde om-
kring (0, 0), stammende fra at frugtens radius er positiv i begyndelses~
punktet. Der ses bort fra andre tilfelde., Information om det af blade pa
teghingen overdakkede areal under tegneprocessen kan sa passende vare in-
deholdt i en funktion g fra [0, 2n| ind i de ikke negative reelie tal. Et
punkt (x, y) vil da vere overdakk adfremt g taget pd argumentet til punk-
tet er stérre end eller lig med x/xz+yz . | praksis indretter vi g som en
endelig trappe funktion (trappetrinene lige brede) med f. eks. 2000 trin, af-
hengig af hvor god ngjagtighed og hvor store tegninger man gnsker. Et

biad bliver tegnet som endelig mange linjestykker, og g ajourfgres derpa

ved lineer interpolation mellem disses knakpunkter (fig. 6a).

Fér det naeste blad tegnes findes begyndelses~ og slutparameteren
ved almindelig intervalhalvering indtil tilstrekkelig stor ngjagtighed er
opnaet. Til dette benyttes informationen i g . For at finde begyndelsespa-

rameteren sattes AO = B(0), By = B(m), C. = B(T-;—) . B(to) betegner projek-

0
tionen af bladkurvepunktet (pd8 frugten) bestemt ved parameterverdien t = tO
ned pa tegneplanen efter (xo, 0, zo)‘s retning. Vi satter A1 = AO’ B, = Co
hvis C0 ikke er overdakket, ellers A1 = Co og B1 = BO . C1 veelges

dernast som det punkt pa den projecerede bladkurve B(t}, hvis parameter
veardi ligger midt imellem parameterverdierne for A1 og B1 . Sédan fort-
saettes successivt indtil den gnskede ngjagtighed er opnaet (fig. 6b).

(Fig. 6a og b) Se side 14



Fig. 6

(a) PO’ P1, Pz, P3 er en bladkant. De ens vinkler anskueligggr trappe-
funktionen g og lengden di af de stiplede linier er g's verdi | det pdgal-
dende vinkeirum. (di = \OF"\ + i \Opzl‘\cpﬂ , i=0,1,2, 3, 4.)

4
(b) Begyndelses parameteren findes for det stiplede blad.




4, Mange af de antagelser, der her er gjort for ai opbygygoe den lsiilisa~
rede!! fibonaccifrugt, er naturligvis oversimplificerede. Der er | tusindvis
af genkoder, der bestemmer, hvordar. en kogle ser ud foruden mekaniske ou
meteorologiske pavirkninger; og ikke bare 20-25 reelle tal som her. Tager
man f, eks. vinkl_en mellem skellene p& er grankogle og dens frugtbund, va-
rierer denne naturligvis p& koglen. Thi vinklen er bestemt ved genetiskea
treek (bladet vokser ud i en bestemt retning), mekanisike pavirkninger (aife
de andre blade skal ogsé& have plads, derfor puffes og mases dei i stiliing)
og meteorologiske pavirkninger (hvis det er tért bliver vinkien stérre og hvis
det er fugtigt bliver vinkien mindre). Hvis nogen gnsker at f& narmerea
kendskab til begreber behandlet i denne artikkel kan jeg henvise til et par
bgger.

Hintroduction to geometry!, Wiley, New York, 1961 af H. S, M.
Coxter er en let tilgengelig bog, der behandler manoa ting, der har tii-
knytning til denne artikkel, f. eks. det gyidne snit, fibonaccitallene, phyi-
lotaxis (kvilket afsnit denne artikkel delvis bygaer pd), den logaritmisie
spiral, conchorspiralen o.m. a. Desuden kan ma1 f& meget udbytte af &t
lese i "On growth and form!" af D!'Arcy W. Thompsen. Hans bog behandler

ogsa utallige fencmizner med tilknytning til denne artikkel.
Til slut vil jeg udtrykke min tak til Brian Mayoh, afdelings!eder ved

Datalogisk Institut, Aarhus Universitet, uden hvis ré&d og vejledning denne

artikkel nazppe var blevet til,

/bi



Fig. Frugt fk

1-2 grankogle 8
3-4 grankogle 5
5-6 fyrrekogle 8
7 fyrrekogle 8
8 annanas 5
(¥ og o males i radian)
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Fig. 3
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