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INDLEDNING

Narvaerende skrift behandler fglgende problemstilling:

Givet en af de til Chomsky-hierarkiet h¢grende automater,
f. eks. en push-down acceptor. Forsyn denne med output,
dvs. sé¢rg for at hver gang automaten !foretager! sig noget,
giver det anledning til at der p& en envejs output tape
skrives en streng over et alfabet. Definer grafen for en
s&dan maskine som mangden af par (x, y), hvor input x
dels tilhgrer det sprog, automaten accepterer, dels gi-
ver anledning til output y. Hvorledes kan sddanne grafer

karakteriseres for de forskeilige typer af automater?

Historisk set starter behandlingen af den emnekreds, der er be-
slegtet med ovenstiende,med Ginsburg og Rose [ 1966], som ind-
férer begrebet transducere, dvs. automater uden sluttilstande,

der anvendes som en slags generaliserede afbildninger p& sprog.

Lewis og Stearns [ 1968] beskaftiger sig med oversattelse af

savel deterministiske som ikke-deterministiske context~free sprog,
Aho og Ullman [ 1969a] indf¢rer begrebet syntax~dirigeret oversat—-
telsesskema for contexi-free sprog, medens Ibarra L1971] er den
férste til at anvende de af Ginsburg og Greibach [ 1969] introducerede
Familier af | Abstrakte Sprog og Automater. | en helt ny artikel
behandler Culik Il og Morey [ 197 1] bl.a. for fdrste gang oversat-

telse defineret af linesrt begrensede automater,

Den her givne fremstilling skal tjene to formal. Dels som speciale
i forbindelse med hovedfagseksamen i datalogi og dels som materiale
i forbindelse med et 2. dels kursus i Formelle Sprog og Automater.
Der er derfor her og der medtaget beviser, som er "overflgdige! i

den forstand, at de i forvejen findes i litteratur-en.




INDHOL D

Side |

Afsnit 1:

Afsnit 2:

Afsnit 3:

Afsnit 4:

Afsnit 5:

Afsnit 6:

Indledning

Notation og lignende

Abstrakt familie af sprog og abstrakt familie af

automater

Abstrakt familie af oversattiere

Lineert begrensede automater og lineart begran-

sede oversatitere

Turing acceptorer og Turing oversaitere

Konklusion og afslutning




AFSNIT 1

NOTATION OG LIGNENDE

Vi vil i vid udstrekning anvende samme notation som Hopcroft og

Ullman [1969].

Saledes vil vi -~ med mindre andet udtrykkeligt er angivet -~ altid

have at

store bogstaver betegner hjelpesymboler

sma bogstaver i begyndelsen af alfabetet betegner terminale
symboler

smé& bogstaver i slutningen af alfabetet betegner strenge af
terminale symboler

sma graske bogstaver betegner strenge bestiende af sdvel
hjelpe-~ som terminale symboler,

Et alfabet er altid en endelig ikke tom mangde af symboler. Hvis
L er et alfabet, er X¥ som sadvanlig mangden af strenge over

Z. Hvis vi betegner det tomme ord med € er Xt = 5¥\{e},

Hvis D er en mangde, betyder IDI antallet af elementer i D

og L(Pfin(D) betyder mangden af endelige delmangder af D.
Hvis o er en streng, er lCLl antallet af elementer i strengen.

Lad 2, A vere to alfabeter. En homomorfi h er en afbildning

h: X*-> A% som opfylder

h(e) =¢
W, y € 2% h(xy) = h(x) h(y)
En grammatik er et system G = (VN, VT’ P, S) hvor Vi er
hjelpesymboler, VT er terminale symboler, med V = VN U VT
er P produktioner af formen a =8, a € V¥, B € V¥ og endelig

er S € VN startsymbolet. Relationen = mellem strenge i V¥ de-




fineres ved at o = B, hvis der findes [, 0 € V¥ s&ledes at

a=pwd, B=pnd og w=n er en produktion. Betegner vi
med % den transitive, refleksive lukning af =, er sproget
genereret af G mangden L(G) = { w € V_'f" | s=w]l.

En grammatik som den ovenfor definerede er altid en Turing

grammatik.

Lad G vare en Turing grammatik. S&fremt der for enhver pro-

duktion o = B gelder at |B] = la] er G context sensitiv.

Lad G vare en Turing grammatik. S&fremt der for enhver

produktion o 2 B galder at a € VN er G context-free.

Lad G vare en context-free grammatik. S&fremt det for en-
hver produktion A - $ galder at B € (VT Ufel)- (VN U {el),

er G regular.

Bemzrk, at det iflg. ovenstdende er umuligt for et context sen—
sitivt sprog at indeholde det tomme ord. Dette kommer man nor-—
malt ud over ved at tillade produktionen S =€ forudsat at S
ikke optireder pd hdjresiden af nogen produktion. Af tekniske
arsager Vil vi imidlertid her og i det fglgende fastholde den op-

rindelige definition.

Klasserne af sprog hgrende til de fire typer af grammatikker
vil vi betegne med hhv. RE, CS, CF og REG.

Da vi senere far brug for Post Correspondence Problem (PCP),

Vil vi indfgre dette her:

Lad 2 vare et alfabet med |Z| =22 oglad A= {x, ..., %}

?

B={w, ..., w} vare lister bestiende af k strenge

xi, wig € Z" 1 <i <k, S&danne lister vil vi kalde PCP-lister.

1.



1.3

Vi siger, at PCP med lister A og B har en Igsning, sdfremt

der findes heltal iy, ..., in, m=1 medi, = k, 1<j<m séle-

des at Xi se. Xy, = Wi eee Wig o | s& fald skriver vi PCP(A,B) =
1 1

1 og ellers PCP(A,B) = 0. Det er velkendt, at PCP er rekur-

sivt ulgseligt.

Lad os slutte dette afsnit med at anfgre, at vi overalt i frem-
stillingen vil bruge symbolet [ til at afslutte setninger, lem-

maer og corrollarer samt beviser herfor.




AFSNIT 2

ABSTRAKT FAMILIE AF SPROG OG ABSTRAKT FAMILIE AF
AUTOMATER

Vi har fglgende definition fra Ginsburg og Greibach [ 1969]:

Definition 2.1 En Abstrakt Familie af sprog (AFL) er et par

(%, &) eller € hvis ¥ er underforstlet hvor

i) Z er en uendelig mangde af symboler
i) wLedny ez |n|<e:Len®
iii) ¢ er lukket under operationerne U, °, +, €-free ho-
momorfi, invers homomorfi og snit med regulare

mangder
iv) sLedL#£Q m

Definition 2.2 En AFL ¢ siges at veere full, safremt ¢ er lukket

under vilkdrlig homomorfi. O

F@lgende lemma er bevist overalt i litteraturen. Vi viser det alli~

gevel her, fordi vi senere vil gére kraftigt brug af det.

Lemma 2.3 Lad L € RE. Der findes daet L; € CS og en homo-
morfi h séledes at h(L,) = L.
" Bevis Lad G = (VN, Vo P, S) vere en grammatik med L(G) =L
og lad # vare et symbol, som ikke er med i VN U VT' Vi kan uden

indskrenkning antage, at alle produktioner i P er pad formen

St
w

a =B O(,,,BE\/N
A > a AGVN,aGVT

Betragt grammatikken G, = (V, Vo U {#}, P, S), som har fgl-

gende produktioner

.1




loa~BEP, hvisa»BEP A [B] 2|a]

a»BEPAIB] < |af
k = || - [8]

iii) # A~ A¥  for alle A€V

i) o> B¥E €P, hvis {

N
Definer h ved
ha) = { a hvis a € Vo
e - a =i
Det er klart, at h(l_l) =L O

Betragtes Chomsky-hierarkiet, er det velkendt, at hver af klas-
serne REG, CF, RE er en full AFL, medens CS kun er en
AFL.

Neste skridt er at knytte en familie af automater til en familie
af sprog. Vi har félgende definition fra Ginsburg og Greibach

[ 1969].

Definition 2.4 En Abstrakt Familie af (envejs non~deterministiske)

Acceptorer (AFA) er et par (Q,gﬂ ) elter O hvis Q er underforstiet
med félgende egenskaber
i) Q er et system (K, %, I, I, f, g) hvor
a) K, 2 er uendelige mangder og I, | er maengder med
T#¢, 1#¢

b) f er en afbildning f: " x 1 ~>T" U {@}

c) g er en afbildning g: T ﬁc(Pﬁn (I") séledes at g(€) = ¢
og € € g(y)hvis og kun hvis y=¢
d) for ethvert y € g(T¥) findes der 1v€ 1 s& flyr, 1y) = v

for alle v med vy € g(v)

e) for ethvert u €1 findes der en endelig mangde
I, € ! sdledes at hvis T} cT,y€TT og fly, u) # @
s& er fly, u) €(T, U Tu) )




ii) QN er familien af elementer (acceptorer) af formen
D=(K, &, 9, Ay F) hvor
a) K1, %, er endelige delmengder af K, L F K,
a, €K,y
b) 6 er en afbildning
61Ky X (5 U{e]) xo(T) »Pe (Ky x1)
sdledes at maengden

Gp={v|3a€Ki, Da€BuUi{el:daqa#*a]
er endelig. ]

Definition 2.5 Lad (2,9 ) vaere en AFA og lad D =(Ky, %, 0, a,, F)

vare en acceptor., l-——- er en relation pad K; X Zi* x T defineret ved:
For a € 21 Uf{e} er (g, ax, V) i——- (p, %, Y1) safremt der findes
Y ogumed ¥ €g(y), (p, u) €08(q, a, ¥) og f(y, u) = y.

v}
w

— veare den reflexive, transitive lukning af |—~— . Ved sproget

L ad

accepteret af D vil vi forstd mangden
LD)={wen*|2p€EF:(a,w € (e, c)]

Vi definerer ogsd ¢ Q) ={LD)!D eQ } O

Eksemplier pd& hvorledes nogle af de sedvanlige typer af automater

falder inden for denne definition, findes i Ginsburg og Greibach

[ 1969]. Det er ogsa her, vi finder hovedsatningen om sammenhan-

gen mellem AFL og AFA, nemlig

Seatning 2.6 L.ad } vaere en AFL. Der findes da en AFA Q@ sa-

ledes at F = £ (D) hvis og kun hvis F er en full AFL. O

Heraf fglger umiddelbart, at der til familierne REG, CF, RE fin-
des AFA'er med de i satning 2. 6 naevnte egenskaber. Disse AFAler
er familierne af endelige automater, push down automater og Turing

maskiner.




AFSNIT 3

ABSTRAKT FAMILIE AF OVERSATTERE

En oversatter (translator) er i denne sammenheasng en acceptor, der
er udstyret med en output—tape og et dertil hdrende output-alfabet.
Hver gang maskinen ""foretager sig noget!, giver den som output et

ord over oufput-alfabetet.

Eksempel 3.1 Lad M=(K, %, T, 0, Agr Zos F) vaere en push-

down automat som defineret i Hopcroft og Ullmann [ 1969]. Transi-

tionsfunktionen 0 er en afbildning
d:K x(ZU {e}) xT= fpﬂn(K ><1“*)

En push-down translator M! = (K, 2, T, A, &1, A, Z,, F) fas ved
at tilfgje output—alfabetet A og udvide billedmangden for 6 til

61 i K X (ZU (X T > P (K x T x4%) 0
Dette generaliseres i fglgende definitioner fra Ibarra [ 1971].

Definition 3.2 En abstrakt familie af (envejs non-deterministiske)

overszttere (AFTR) er et par (Q,M) eller M hvis Q er underfor-

stdet hvor

i) Q er et system(K, %, T, I, f, g) med samme egenskaber
som i def., 2.4,
i) M er familien af elementer (oversazttere)
M=(Ky, &, 2z, 0, a,, F) hvor
a) Ky, %, Ay F er som i def. 2.4

b) ¥, € ¥ med 0<]22]<oo

c) 0 er en afbildning
6: Ky x (5 U{e}) xo(l) » P (K x1x )
séledes at maengden
Gy: vl 2acenufel, 3a€Ky: Oa,a,v) # @}
er endelig. il




Definition 3.3 Lad M vaere en AFTR og lad

M=(Ky, &, Zz, 0, A F) veere en oversatter i J1. |— er en
relation p& K; X 4* X ™ x Zo* defineret ved

for a €% Uf{e} er (a, ax, ¥, v) |=(p, %, V!, yv) sdfremt
der findes Y og umedY € g(Y) (p, u, v) € 6(q, a, V) og

fly, u) = vt

Lad ‘——7“- vaere den ref lexive, transitive lukning af |—. Ved grafen

for M vil vi forstd mesengden
3%
Gr (M) = {(X,Y) ] Bp EF: (qO’ X, &, €) l— (py €,€, y)}
og vi setter Gr (M) = {Gr (M) l MEM} O

Definition 3.4 Lad M vare en oversatter. Ved definitionsmaengden

for M vil vi forstd8 maengden
Dom (M) = { x | (x,y) € Gr (M) }
og ved billedmaengden
Ran (M) = { v | (x,y) € Gr (M) } O

Definition 3.5 Lad (Q,M) vere en AFTR og lad (O ,Q ) vaere en

AFA. H og q siges at vaere associerede safremt O = (. [

Hvis M er en AFTR, har vi fglgende sxtning fra Ibarra [ 19711,

der karakteriserer Gr (M ).

Sathing 3.6 Lad M vere en AFTR og lad A vare dens associerede

AFA. LLad 23, Xs veare endelige delmangder af X, og lad

T < 5% X Xg*. Der geelder da, at der findes M €M, sdiedes at
T = Gr (M) hvis og kun hvis der findes en endelig maengde %, < I,
et sprog L €L (Q), L € 5% og to homomorfier hy: % = 5%

ho: 4% L3% s8ledes at

T ={ (h (W), hz(W)”WEL}.




Bevis

a)

lLad T & 22% X 23% og lad Ml = {Kl, 22, 28, 6, qoy r:}
vere i M med T =Gr (M).

Saet n=max {|y| [ (p, u, y) €8, (q, a, V), (q, &, V)€

Ky X (Zp U {e}) x GMl}. At n eksisterer, fdglger af def. 3.2
ii)~c). Set o ={ [yl | |y] £n} €I\ (% U Z3). SetK! =
{lp, v (p, u, v) €8 (q, a, V), (g, a, V) €Ky X (T U
{e]) xeMl} S KN\ K, .

Forelgbig er der blevet knyttet et nyt symbol Ly] til hver
mulig output streng, og vi har skabt en mangde af tilstande
[p, y], som husker hvilket output, der skulle udsendes sam~

tidig med overgang til tilstanden.

Vi definerer nu fdlgende acceptor
D]_ =(K1 UK', Zg U ZI, 62, qo, F) ved

i) % (a, a, v) €Ky, x (5 U {e}) XGM1:

]I(p, u, v) €96, (a, a, v)
(Lp, v1, u) € 65 (q, a, V)

i) w(lp, v1, [y], v1) € Ks x 2 x Gy, *

(p, 1v) =06,(p, v1, [vl, v)

Denne konstruktion tvinger os til at bruge reglerne fra i) og
ii) alternerende. Yderligere er vi ngdt til at starte med en
regel af type i) og slutte med en af type ii). Heraf fglger, at

hvis w € LL(D,) kan w skrives pad formen
W = al[ylj ae[Ye] e ak[ykj

hvor a; € U {€} ogly,;] € o,

Af konstruktionen fglger det imidlertid ogsd, at sd er (a;, ...

Ay 4

Y1 «.. Yx) € Gr (My). Antag nemlig at vi i D; anvender en regel




b)

fra i) p& a;. Den eneste mdde hvorpd ii) kan anvendes er at vi
Vi mgder [y], hvor y er output fra M, under anvendelse af den

den tilsvarende regel her.

Lad omvendt (x, v) € Gr (M;). Det betyder pr. definition, at
der findes en félge af konfigurationer for M; k; ... ks med

kl =(q0’ X’ e, €) km =(p, 67 61 Y) 8] € I:, Sﬁledes at
Ki = kiss 1<i<m-1

og ki, kijs1 er givet ved k; =(qgf, aiw, v, U) kKi4g =

(pt, w, Y', uvyi) hvor a; € (% U {€}) u, v € I5*% S& kan vi
skrive x hhv. y pa formen X=a; ... @amn Y =Vi ... Vn

men det betyder at a; Lvq ] ev. @ LVa] € L(D,) ifglge kon-

struktionen af D, .

Hvis H er mangden af elementer (a,y) for hvilke der findes

p,qa, Y,u, slledes at O(p,a,Y) 2 (q,u,y), har vi vist at

L(Dy) = {ay [va] ovv anlye] [ (@ ovv @, vaoove vi) €(T(M) A
(ai,yi) €H, 1<i <k}

Danu M og N var associerede, galder at 9, € N dvs.
L(D,) € L (D).

Set I, = (2 U X)) og definer homomorfierne h;, hy ved

c hvis ¢ € Xy

€ ellers

hy (c) = {

y hvisc=[y] € o

hz () = { € ellers
hvorefter vi har at

Gr(M) = {(hy(w), ha(w)) | w € L(D,)]

Ladnu L€ @ (N) L <SI* oglad hy: 5% - 5% hyr % » 5k

veere to homomorfier. Definer X! ved




&
Ut

= {[h(a), hala)] | a€ % 3 € IN\(% U Ug)} og
definer homomorfien h': L% = Zt* ved hi(a) = [hy (a), ha(a)].
a £ (Q)er en AFL, gxlder der at hi(L) € < (D).
Lad D= {Ky, &, 0, S F1 vaere en acceptor med L(D) = h!(L).

L_ad os definere en oversatter M= {K;, X!, X3, 05, q_, F}

07
ved:

i) M (a, [x,v], VEK, x T XG
@(D,U) € 0, (q, Lx,v1,v)
(p, U,y) E 62 (q, [X,y], Y)

D:
@(p, E 61 (q’ €’ Y)
(p,u € 6 62((:“, €’ Y)

Da § og H er associerede. galder der at M € ;H , og det fgl—

ger klart af konstruktionen at

Gr(M) = {([hy(ay), halar)] ... [hy(ayn), helan)l, helay ... ag)) |
a) e.. dy €L }

Betragt f¢lgende homomorfi h: Zt* = 5% defineret ved

hlhy (@), ha(a)]l = hy(a). S&fremt vi kan vise, at der findes
M, € M sdledes at

Gr(M) = {(h(x),y) | (x,y) € Gr(M)}

er beviset for s:tning 3.6 fuldfgrt. Dette vises af det fglgende

lemma. -

Lemma 3.7 Lad JL veere en AFTR og lad M € H vaere enoversatter
med Gr(M) € L, * X 5%, Lad h: 5% 2 5% vaere en homomorfi. Der findes
da M; € M sdledes at

Gr(M; ) = {(h(x),y) | (x,v) € Gr(M)}

Bevis Lad M= {Ky, &, %, 0, A F} og set ¥y = {a €% | h(a)=€].



[
()]

Lad N7, ={a ...a,} og Iadh(a1)=bil eeo by 1=i=n.

kg

L_ad endelig K! = {pi1’ veey pik }2:; veere elementer i KN\ K,,
i

Definer oversestteren M; = {Kl UKy XK, 35, 25, 6, 952 F}

ved

i) ﬁﬁ(q, e, ¥) 2 (a', u, v)
GI(Q, S, Y} 9(q" u, y)

i) 6(a, a, Y) >(a!, u, y) for a € I}
Vél(q, @, Y) 9 (Q', U, y)

i) @ 6{a, az, V) d(a', u, y) for a; € 5\ T
6, (a, by, ,v) 3 (Lay, pilj,lY, €)

61 (qu, pimj, bim+17 Y) 9([q‘,pim+lj, 1Y7 e) 1=<m Ski""‘]

61 ([qla pik j) 67 Y) 9(61', Y, y)

i

Det er let at indse, at M; har de ¢nhskede egenskaber, O

Bemerk, at det fgrst er i beviset for lemma 3.7, at vi anvender at
d(RN) er en full AFL. Dette skal forstds p& félgende made:

Da M og W er associerede, er Dom (M) €L (9 ). M; som konstrueret
i lemma 3.7 har Dom(M,) = h (Dom(M)), og da vi kraever, at M; € M
er det ngdvendigt at h(Dom(M)) € & (9)) dvs. at L (N ) er lukket over

for vilkdrlig homomorfi.

Hvis man forsdgger at definere familier af automater hgrende til en AFL
som ikke er full, viser det sig (Ginsburg og Greibach [1969]), at dis—-
se stort set er karakteriseret ved at de kun ma foretage et begranset
antal sammenhangende €~trak. Af regel ii) | beviset for lemma 3.7

ses det, at selvom M opfylder dette kriterium, er det ikke sikkert, at
M, g¢r det. Det er lige preecis det, der er problemet, nar vi i afsnit 4

skal til at se pa oversattelser defineret af linexsrt begrensede automater,

Definition 3.8 En push~down translator (PDTR) er et system M =

{K’ Za T, A, 67 qo1 ZO’ I:} hvor




K er en endelig mengde af tilstande

Lo~ - - - -~ Inputsymboler
' = - = - ~ staksymboler

A = - - - - outputsymboler
da, € er starttilstanden

z, € T er stakbunden
F<SK er mengden af sluttilstande.

6 er en afbildning
6: K X (U {e]) x TP (Kx T* x 4%)

|—-— er fglgende relation pa K X 2% X I X A%

for a € £ {e} er (q, ax, YZ, u) |—(p, x, YV, uv)
s&fremt (p, Y!', v) € 0 (q, a, Z).

Hvis |— er den reflexive, transitive lukning af [—, definerer vi

grafen af M ved
Gr(M) = {(x,v) | p EF :(a,, x, Z_, 8) |= (p, €,6, )} O

Definition 3.9 En generaliseret sekventiel maskine (GSM) er et

system M = (K, %, A, 9§, a,, F) hvorK, %, q_, F er som i def. 3.8.

d er en afbildning
6: K X (ZU {e}) » P (K x b%)
l-—— er fglgende relation pd K X Z% X A%

fora €2 U{e} (g, ax, u) — (p, %, uv)
s&fremt (p, v) € & (q, a)

#* . . _— . .
l-—-— er igen den reflexive transitive lukning af |~ og vi sstter gra-

fen for M til

Gr(M) = { (x, v) [ Bp €F:(ay, % € (p, ¢, v} O




o)
@

Ginsburg og Greibach [ 1969] viser, hvorledes familierne af push-
down automater og endelige automater hver for sig danner en AFA.
Ved hjelp heraf er det trivielt at vise at familierne af PDTR og
GSMler danner AFTR'er, men det giver straks f¢lgnede corollar

til seetning 3. 6.

Corollar 3.10 Lad 2, A vere to alfabeter og lad T & 2% x A% ,
der findes da en PDTR (GSM) M saledes, at Gr(M) = T hvis og
kun hvis der findes et sprog L. € CF (REG) og to homomorfier

hy, hs saledes at
T = {(h(w), halw)) | we L] 0]

L.ad os vende os mod en anden made at karakterisere grafer for
PDTR og GSMler, nemlig v. hj. a. grammatikker. Aho og Ullman
E1969a] indfgrer begrebet syntaxdirigeret oversattelses skema
(SDTS). Her er vi kun interesseret i den simpleste udgave af SDTS,
nemlig det sakaldte simpel syntax dirigeret oversattelses skema

(SsDTS).

Definition 3. 11 En SSDTS er et system G =(V, %, A, R, S),

hvor V er en endelig maengde af hjezlpesymboler, L, A, er endeli-
ge meengder af hhv. input- og outputsymboler, S € VV er startsym-
bolet og R er en endelig mengde af regler. Vi har som sadvanlig
vV N(ZU Q) =g,

En form er et par (a, B) meda € (V U Z)*, Be(vu A)" som opfylder

at hvis vi betragter homomorfien h: (VU Z U A) s\ defineret ved

A hvis A €V

€ ellers

h(A) = {
s& er h(a) = h(B).

En regel er et element af formen A - (a,B) hvor A€V og(a,B)

er en form., O



(o
O

(o, B) er alts& en form hvis og kun hvis o og B indeholder de

samme hjelpesymboler i samme rakkefdlge.

Definition 3. 12 Lad G vare en SSDTS. Lad os definere re-

lationen . ®» mellem former for G. For former (o, B;) (az, Bz)

skriver vi
((xl ) BB) = (@g, BE)

s&fremt vi kan skrive (o , B;) p& formen (w, A 6;, w; A 05) med
h(w ) = h(w), h(;) = h(dz) og vi kan skrive (az, Bz) pd formen
(o vy 8, wy Yo 02) og der geelder at A (Y1, Yz) er en regel.

Hvis = er den reflexive transitive lukning af = vil vi ved den
simple syntax dirigerede overszttelse (SSDT) defineret af G for-

st& mangden
T(G) = { (x,v) | (S,9) 2 (x,y) } 0

Nar vi anvender en regel i en SSDTS erstatter vi altsd samtidigt
samme forekomst af samme hjelpesymbol i en form med regelens

héjreside.

Ved hjelp af Corollar 3. 10 kan vi nu vise fg¢lgende satning fra
Aho og Uliman [ 1969a].

Setning 3. 13 Lad X, A veare alfabeter og lad T S 2% X A%, Der
findes da en PDTR M sdledes at T = Gr(M) hvis og kun hvis der
findes en SSDTS G =(V, %, A, R, S) sdledes at T = T(G).

Bevis Lad M vere en PDTR med Gr(M) = T. Lad L €CF, hy, hg

homomorfier sa
Gr{M) = {(hy(w), ha(w) | w €L}

og lad G| = (VN’ Vi P, S) vaere en grammatik for L. Konstruer
G = (VN’ r, A, R, S) pa fglgende made




3.10

v
o

HViS IA\—9 x]:.Bl e e e xn Bn xn+1 N

er et elementi P er
A7 (h(x1) By vow hi (%) Ba hyp(Xa41), hexa) By ... ha(x)B ha(xn41))
element i R.
Det er klart at
T = {h (W), ha(w) | weL} =T(3)

Lad omvendt G = (V, 2, A, R, S) vaere en SSDTS. Konstruer en

grammatik G _ = (v, \/T, P, S) pa fglgende made

. i i i i i i i i i
hVISA"%(Xl Bl e e >\niﬁﬂi Xni+l, Vi Bl PR yni B“i yni+1)

er den ilte regel i R er
i i i i i
A"?cl Bl oo Cni Bni Cni+1

en produktion i P. {er ... cli1 1 er ferskellige symboler for hver
regel i R. Sat C =U {ci, ... c;iﬂ } og definer to homomorfi-

AL, i\! A,
er hy: C¥ = 2% hg: C* 2> A% ved

i

iy _ i iy -
hl(cj)—x ha(cj) Y7

i
Lad M veare den PDTR, som har
Gr(M) = {(hi (W), ha(w)) | w € L(G )}

Det er klart at Gr(M) = T(G). O

Hvis vi definerer en analogi til SSDTS for regulere grammatik-

ker ved at en form har udseendet

(0, 8) = (XA, yA)  xe 3%, yena®, AeVy {e}



og pd indlysende vis definerer analogien til SSDT, er det lige

ud ad fandevejen at vise en saining for GSMier‘, der er analog

til seetning 3. 13.

Hermed siuttes omtalen af oversattelsesbegrebet pa grundlag af
contexi-free sprog. Aho og Ullman [1969] omhandler almindelig
syntax dirigeret oversattelse dvs. oversattelse, hvor kompo-
nenterne i en form (0, B) stadig skal indeholde de samme hjxlpe -
symboler, men hvor rakkefglgen i B kan vare en permutation af
rekkefglgen i a. Aho og Ullman [1971] generaliserer begrebet
SDTS ved til hver knude i et derivationstra for et ord at knytte

ikke én men flere semantiske variable.




AFESNIT 4

LINEART BEGRANSEDE AUTOMATER OG LINEART BEGRAN=
SEDE OVERSATTERE.

Der findes rundt om i litteraturen forskellige definitioner af lineaert
begraensede automater. Disse er dog alle a&kvivalente i den forstand,
at klassen af sprog , der accepteres, er CS. Her vil vi bruge ne-

sten samme definition som i Ginsburg og Rose [ 1966].

Definition 4.1 En linezrt begrenset automat (LBA) er et system
M=(K, Z, T, 9, g F) hvor

K er en endelig ikke tom mangde af tilstande

PSR — - - - - Inputsymboler
I'2 ¥ er en endelig ikke tom mangde af tapesymboler
9% € K er starttilstanden

F < K er mangden af sluttilstande

0 er en afbildning

5:er—>33n(erx{l_,N,R}) 0

fi

Definition 4.2 Lad M= (K, %, I, 6, S F) vere en LBA. |— er

en relation pd I'* K I'* defineret ved
foru, v, €%, c€T er

i) ucpav l— udcbv
6 (p,a) > (q,b,L)

ii?ﬁupav ‘——- ugbv
§ (p,a) > (q,b,N)

iii)@upav |— ubqv
6 (p,a) > (a,b,R)




Hvis l-—-if er den reflexive, transitive lukning af |— vil vi ved

sproget accepteret af M forstd maengden
T(M)={w€2+|3q6l:,aEI‘*:qow[n—*o&q} O

Bemark, at der for alle LBA M galder, at ¢ § T(M). (jfr. side 1.2)

Definition 4.3 En lineert begranset oversatter (LBTR) er et sy~

stem M= (K, &, T, 4, §, a,, F) hvor K, %, I, q_, F er som i
def. 4.1 og der yderligere galder

A er en endelig ikke tom mangde af output symboler
& er en afbildning
8Kk xT=> P (K xTx(L,N,R) X A%) 0

Definition 4.4 Lad M= (K, %, I, A, 9, d.,s F) vere en LBTR.

l—- er en relation p& I'* K I'* X A" defineret ved

foru, vET*, c €T, x, y €A% er
i) /ﬂ(ucpav, x) |— (ugcbv, xy)
5(p,a) > (a, b, L, V)
ii) r“\(upav, x) l——- (ugbv, xy)
“6(p,a) 2 (a, b, N, v)

iii) l(upav, x) }—-—- (ubgv, xy)
8(p,a) > (a, b, R, v)

Hvis [-3€ igen er den reflexive, transitive lukning af |— vil vi ved

grafen for M forstd measngden
Gr(M) = {(w,y) € Z¥ X 8* [ g€ F, BB € T*:(qw, ) |-¥ (Bq,y)} O

Bemarkning 4. 5 Af ovenstdende definitioner fglger det, at hvis M
er en LBTR, er Dom (M) € CS. O




Som kommentar til def. 4. 1-4. 4 kan det siges, at der ingen steder
optreder de '"begraensnings marker!!, som er velkendte fra andre
definitioner af LBAler. Sidanne steder optrader der to specielle
symboler, f.eks. ¢ og Sk som bruges til at afgrense den del af
bandet, hvorpad LBAlen ma arbejde. Havde vi taget begransnings—~
merker med i vor definition af en LBA M, skulle vi have lagt f¢l-

gende krav p& &

i) ! 6(q, F) 2 (p, b, X)
b=¢A X=R

iy 8(a, $) 3 (p, b, X)
Vb=$6 AX=L

og vi ville i sa& fald have defineret T(M) ved
TM={weTT[Dq€F, BBET* :dq w|-F ¢Bas]

Ginsburg og Rose [1966] har imidlertid vist, at man ikke opnér
noget ekstra ved at medtage begraensningsmarker, dvs. den klasse
af sprog der accepteres er i begge tilfeelde klassen af context sen~
sitive sprog. | det fglgende kan vi derfor i flaeng bruge den af de to
definitioner af LBA og LBTR, der !passer! bedst til lejligheden.

I lys af ovenstaende bemarkninger kan vi nu give et simpelt bevis
for et resultat { Ginsburg og Rose [ 1966]), der viser en af forskel-

lene p& grafer for LBTRIer og de i afsnit 3 omtalte oversattere.

S®tning 4.6 Lad L € RE. L € ¥*, Der findes da en LBTR M, s&-

ledes at Ran{M) = L.

Bevis Lad L, vere som i lemma 2.3 og lad M; = (K, LU {#}, T,
6, qo, F) vare en LBA med begraensningsmaer‘kér, saledes at

L, = T(M,). Definer en LBTR M= (KU {po,p; ,Ps},SU{#]}, TUTXE,
%,0,d0,Ps) ved

for q,q' €1, a€ %, b, c€l, X € {L,N,R}

) 8(dgo,a) =(po, (a,a), R,¢)

“) (S(DQ, a) = (p07(ay a,)’ R, E,)
”i) G(DQ, $) = (pO’ $7 L, b‘l)

iv) é(po,(a, a)) = (p07 (ay a)9 L, €)




v) 6(po,¢)=(CIo,JE,R, €)
vi) _5(a, (a,b)) 3 (af,(c,b), x,¢)
irg,(cl,b) > (at; ¢, x)
vii) 6(qg $)“(p1 $L for qeF
viii) 8(p, , (a, b)) = (p, , (a, b) L,e)
ix) (p ¢)*pz,¢R€)
8(ps, (a,b)) = (pz,a, R, b) b€y
5(ps, (a,#4)) = (pg,a, R, €)

x)

M starter med at gemme en kopi af input i andenkomponenten af sym-
bolerne (.,.) og derefter simulerer den M, pa fgrstekomponenterne.
Safremt M, accepterer kopierer M, alle oprindelige inputsymboler
p& neer ﬂ . Det er kiart at Ran(M) = L . ’ O

1 det fgigende vil vi se pa, 1 hvor hg¢j grad resultaterne fra afsnit 3
kan overfgres til LBTRter. Inden vi er helt klar til det, skal vi i-

midiertid have endnu en bemarkning om begrensningsmarker.

Definition 4.7 En context sensitiv grammatik med begrensnings-

marker, er et system G = (V P, S, #) hvor

N’ V’T"

i #
i) ¢ Vo
if) (\/N, VT U {1}, P, S) er en context sensitiv grammatik

i) For enhver produktion o =< B gslder der at o, B samtidigt

er p& en af fglgende former # 6, 8, 0% hvor 0 € V¥
Ved sproget genereret af G vil vi forstd mangden
*

#oL# =(c) = { Hwi | ¥ sSH S wk] O
Landweber [ 1963] har vist, at L er context sensitiv hvis og kun hvis
# L# genereresaf en context sensitiv grammatik med begraensnings-
merker, sdledes at vi ogsa her kan anvende den form, der passer

bedst i det givne tilfaelde.

Vi kan nu vise fglgende:



Seetning 4.8 Lad M= (K, %, T', A, 9, dgs F) vaere en LBTR
og lad A veere et symbol med A ¢ (2 U 4), Der findes et context

sensitivt sprog L S (ZU AU {A1* og to homomorfier h; :
(ZUAUA)™ » 2%, hg s (ZU AU AT =2 A™ siledes at

Gr(M) = { (hy(w), ha(w) | weL ] O

Beviset for satning 4.8 er temmelig teknisk, s& vi viser det v.hj. a.

et par lemmaer.

Lemma 4.9 Lad M= (K, %, T, §, d,, F) veere en LBA. Konstruer
en context sensitiv grammatik G=(I'X UK XTX X, 2, P, S, % )

hvor Per fglgende produktioner

i) S > S (a,a)
S ~ (a, a)

ii) H (a,a) > ¥ [q ,a,a]
iii)

for alle a € 2

,&'(pyb l— 6 5(q,

(d,e) [a,a,c] » [p,d,e] (b,c)
iv) @pbt\s)éﬁ(q, a)

[a,a,¢] 2 [p,b,c]
/@(p,b,R) € 8(q, a) forp €F

[a,a,c] (d,e) > (b,c) [p,d,e]

vi) Alp,b,R) € 8(q,a) forp€F
la,a,c]# ~»cH

v}

vii) (d,e) c e c

og hvor ,a,b,d € I,c,e € X,p,q € K.
Hvis L(G) = # L# gelder der, at L = T(M).

Bevis., Ved hjelp af de context free produktioner i) genererer gram-
matikken en streng af formen # (a;, a) ... {an, a,)¥ hvorefter vi

tvinges til at bruge produktion nr. ii) til at f& # [qo, ai, ar | ...{(an,an) 4.



Herefter simulerer grammatikken automatens bevagelser idet den
opererer pa fgrstekomponenten i hjzipesymbolerne ( +, *). Anden
komponenten bruges til at huske, hvad der oprindeligt stod p&
denne plads. S&fremt automaten accepterer strengen a; ... an,
dvs, D g €F ogd B eT*; (qo a; ... az) =¥ (B q) sikrer produk-
tionerne vi) og vii), at vi slutter med # a; ... a, # . Vi vil ikke
give et mere formelt bevis, idet det skulle vaere kiart, at konstruk-

tionen virker, O

Definition 4. 10 En LBTR M= (K, %, T, A, §, d,» F) siges at veere

€ ~fri safremt

I (p,b,X,y) € 6{q, a)
\Vyy—‘e O

Lemma 4. 11 Lad M= (K, 2, T, A, §, d,» F) vere en € ~fri LBTR,

Sa er Ran (M) context sensitiv.

Bevis Da M er € —-fri, kan vi antage, at v i (p,b,X,y) € 8(q, a)
titlhgrer A, idet vi altid v, hj.a. en € ~fri homomorfi, som bevarer
context sensitive sprog, kan transformere tilbage til det oprindelige.
Vi vil konstruere en context sensitiv grammatik for Ran (M), Lad
A={A |A€Arlogsaet G=(TU{TxAJU{KxTIUR, &, P, S, % )

hvor P er f¢lgende produktioner

i) S - Sa

S~ a

for alle a € =

i) :ﬁ:a—%#[qo,a] for allea € ¥

iii) A~(p,b,L,A) € 06 (q,a)
Y(d,B)[q,a]l »BA[p,d] b

iv) ,ﬁ(p,b,N,A) €0 (q,a)
“la,al » Alp,b]

v) 'ﬂ(p’b’R’A) € 6 (q,a)
“[qg,al d- (b,A)[p,d]

vi) (a,A) B~ A (a,B)

vii) ﬁ'(p,b,R,A)éé (g, a) for p € F
(a,al # - A#



viii) (a,A) B~ AB
AB-~ AB
ix) A HA
hvor a,b,d€ ' og A,B € A
Med L(G)= % L# er L =Ran (M). Bevis herfor findes i Ginsburg
og Rose [ 1966], og vi vil ikke g8 ind p& det her. Argumentet er stort

set det samme som i lemma 4.9. O

En fornemmelse af, hvordan konstruktionen virker, fas af fglgende

eksempel.

Eksempel 4. 12 Nasten ethvert eksempel, der har noget med context

sensitive sprog at ggre, har traditionelt ogsd noget med sproget
{a" b* c* | n= 1} at gpre, og vi skal da ogsd nok vare os for at gpre

undtagelser her.
Betragt fglgende LBTR M = (K, %, ', A, 0, SH F) hvor

K={qo, % s Yoy 93 da}
v ={a, b, c}

r={a, b, ¢, a, b, ¢}
A={1,2,3, 4,5,6,7,8,9, A,B, C, D, E, F}
F={a.}

og 0 er defineret ved

| %ag,a) = (a,3,R, 1)
I O(ay,a) =(a,a,R,2)
i 8(a ,b) = (az,b,R, 3)
v (ay ,b) = (a1,b,R,4)
AV 0(az,b) = (9z,b,R, 5)
Vi 6(gz, ) = (g2, ¢, R, 6)



\VAL

VI

IX

X
Xl

6(Q27 C) = (q3’ 67 L—’ 7)

G(C:]3, ) = (C|3,L..,

0jo TIT
olp TIT
oow»

8(as,3) = (a,, 5,R, )
8(a,,B)= (as,5,R, ).
oas, {2} ) = (e, {2}, R, {E])

(el men

Det er nemt at indse, at Dom (M) = {a" b" | n=1} ogat M virker

i overensstemmelse med fglgende algoritme

1: if symbol = a then {3 else if symbol = b then goto 2 ; =

while symbol = aV b do %

if symbol = b then E; =

while symbol = b V ¢ do

if symbol = cthen | ©; <«

while symbol =b Vb Va V<cdo«-;

if symbol = a then —;
goto 1 ;
2:  while symbol = b V & do =}

symbol betegner det symbol, M i ¢jeblikket leser; ! x betyder, at

x skrives, =2, < betegner et ryk hhv. til hgjre og til venstre. Der

er ikke taget hensyn til output.

Lemma 4. 11 giver fglgende grammatik for Ran (M) :

S *Sa, S?Shb, S ?Sc
S~?a S~7b, S~*c

# a-#aq_,a], #b-#a,,b], #c-#aq,c]

lagsal d = (5, 1) [a,d]
lav,a] d 2 (a,2) [a,d]
[ar,b] d (b, 3) [qz,d]
[aw,b] d=(b,4) [a1,d]
[az,b] d = (b, 5) [qs,d]
[g2,T] d 2 (S, 6) [gz,d]
(d,2) laz,c] » 27 [qs,d]

.3




b A b
vilr  (d,2) [as, Z 1~z (B;, , [as,d] Z
¢ D c
X  [as,3] d »(&,8) [a,,d]
X [a,,b] d = (b,9) [as,d]
X1 [q4,{2 ]d%({%},{::;})[q%d]

vi)  (d,2) Y~z (d,VY)
vii) [qo,B] # »9# , [qu,b > E#H , [qa,c| # > F 4
viii)  (d,z2) ¥ »Z ¥
zZ¥Y 2ZY
ix) #Z-#Z

hvor d€Togz, Y €A

Lad os prgve at betragte en derivation af output fra ordet abc ~

ethvert stgrre eksempel svulmer voldsomt op -.

# s
(i)*

(i)

# abc #

#[a,,a] bc#

#(3, 1) [ayb] c#
#(3,1) (b,3) [az,c]#

Vil , _
#(3, 1) 37 [qa,b] Cc #
(vi)* L
#13(3,7) [as,b] c #
VIl B
#1378 [qs,3] bc #
X ~
#1378 (3,8) [q ,b] c #
e (o]
#1378 (3,8) (b,9) [aa,c] ¥
(vii) -
#1378 (3,8) (b,9) F #
(viii) _
#1378 (3,8) O F #
(viii) _
#137B 8 9O F #
(viii)*

#1378 8 9 F #

#1378 8 OF #

4,




Hver streng i eksemplet deriveres af den, der star ovenover under
en eller flere (*) anvendelser af den eller de regler, hvis nummer

stdr mellem strengene. O

Det fremgar, at de to grammatikker i lemma 4,9 og lemma 4. 11

"strukturelt! set er ens. Dette anvendes nu til at vise fglgende

Lemma 4. 13 Lad M= (K, %, T, 4, §, Ay, F) vere en €-fri LBTR.
Sproget

D={wy | (w,y) €Gr (M}
er da context sensitivt.

Bevis Konstruer fglgende context sensitive grammatik G =

" - A

({TxZ3U{Tx2 xAJU{KxTXxZIULUZ SUA P, S,#4),
hvor vi har sat 4 = {/KIA €A}, = { él c € I} og hvor P er fgl-

gnede produktioner

i) S S (a,a)

Sﬁ(a,a) for alle a € 2
i) # (a, a) = #[qo,a,a] for alle a € %

i) (p,b,L,A) € 8aq,a)
V(d’e,B) [qa a9C] »BA [p,d,e] (by c)

iV) ﬂs(p’b:N,A) € é}(q, a)
Y[a,a,c] »A[p,b,c]

V) @(p,b, R’A) € 6(Q, a)
[q7 a’ C] (d7 e) 'ﬁ(b’ C’A) [p’ d, e]

Vi) (a,c,A) B »A(a,c,B)

vii) @(p,b,R,A) € 8(q, a)
[q,a,c]# »Ac# TorPEF
viii)  (a,c,A) B > AB ¢
i) H A #HA
x) SA~AC

- A
xi) ce~ce



Her er a,b,d €1, ¢, e € Zog A,B €A,

At vi med L(G) = ¥ L#¥ har L = D er en direkte konsekvens af
lemma 4.9 og 4. 11 samt den bemarkning at produktionerne x) og
xi) sikrer os,at alle elementer i L !flyttes helt hen til hgjre!,

inden de konverteres til terminale symbolep. O

Bevis for sa&tning 4.8 Konstruer en €~fri LBTR M; = (K, I, T,
AU (A}, &, q,s F) ved at satte

/n(pyb:xa /\-) E 61 (q: a)
(p,b,X,¢€) € &(q, a)

Iflg, lemma 4. 13 er
D={wy | (w,y)€Gr(Mm)]

context sensitivt, Davi uden indskrankning kan antage, at A 1 Z= @,

kan vi definere homomorfierne h;, hy ved

hy (M) = hy (M) =€

hy (c) = {c hvisc € 2
€ ellers

he (c) = e hvisc € 2
c ellers

hvorefter det er klart, at

Gr (M) = { (hy (W), hz (W) [ wED] O
I forlengelse af resultaterne fra afsnit 3 er det nu rimeligt at spgrge,
om satning 4.8 ogsé gaider '"den anden vej!, dvs. om der for et givet

L € CS og to givne homomorfier h; , he findes en LBTR M sédledes,
at Gr (M)= { (hy(w), hza(wW) | w €L }.



Ved hjzlp af lemma 2. 3 kan vi straks sige, at dette ikke galder i al-
mindelighed. Lad nemlig L vare et sprog, som ikke er context sen-

sitivt og konstruer L, som i lemma 2.3. Definer homomorfierne hy,

hg ved

€ i =
hy (a) = { hvis a = ¥
a ellers

ha () = {# hvis a =#

€ ellers

Nuer hy (Ly) =L ¢ CS, og da Dom (M) € CS for enhver LBTR M

er vi faerdige,

Naste sporgsmal er nu, om det er muligt at afggre for givet L € CS
og givne homomorfier hy, hz hvorvidt der findes en LBTR med

{(hy (W), ha(w)) | w€L } som graf.

Svaret gives af fglgende

Setning 4. 14 Spgrgsmalet om der for givet L € CS og givhe homo-
morfier h;, hy findes en LBTR M med

Gr (M) = {(hy (W), ha(w)) | weL ]
er rekursivt ulgseligt.

Bevis Lad L € X* vare context sensitivt, og lad os betragte det
specielle tilfeelde, hvor hy (a) = € for alle a € Z, Der gelder da, at
der findes en LBTR M med de gnskede egenskaber hvis og kun hvis

hy (L) € CS. Hvis vores spgrgsmal derfor var rekursivt Igseligt,”

ville det vaere rekursivt Igseligt, om det homomorfe billede af et

context sensitivt sprog igen er context sensitivt, Iflg., lemma 2.3
implicerer det imidlertid, at det er rekursivt I¢gseligt, omet givet
Turing sprog er context sensitivt. Beviset fglger herefter af lem-
ma 4. 15, O




LLemma 4. 15 Spérgsmaélet,om et givet Turing sprog er context sen-

sitivt, er rekursivt ulgseligt.

Bevis Lad T = {xi, ov., %1, U= {wy, ..., wg} veere PCP~lister
over alfabetet 2, og lad G = (VN, L, P, S) vere en grammatik, sa-
ledes at € ¢ L(G) og L(G) ¢ cs. Betragt félgende grammatik G, =
({s:, A, B, c}, ZU {#},P;, S1) hvor P; er produktionerne

s, > # A
A 7 aAa for alle a € -
A~B
winﬁﬁB
# B#¥ ~C
C »acC

C ~a

for alle a € 2

(Hvis x=2a ... a, er xP = p ... ay)e
Lad endelig G! veere grammatikken GI = ({S,, s, A, B, c} U Vi

U {41, P, UP, U {S1 >3, ST >S5}, St1). Det er klart, at
L(c) = L(c) U L(G,l'). Af konstruktionen af G; fglger der nu, at

{@ hvis PCP(T,U) = 0
L(G) = | ot = pcP(T,uU) = 1

men det betyder dbenbart, at

ﬁL_(GI) er context sensitivt
PCP(T,U) = 1

Det eneste, vi mangler at vise, er at vi altid effektivt kan konstruere

en grammatik G, séledes at L(G) ikke er contexi sensitiv.

Lad {‘?x} betegne en nummerering af de partielle rekursive funktio-

her og lad a vere et element i 2, Sproget
L={a" | n=1, ¢ (n) konvergent}

er ikke rekursivt, hvilket fglger af ulgseligheden af Halting problemet.




4. 14

P& den anden side er det simpelt at konstruere en Turing Acceptor,
der accepterer L., det er nemlig den universelle Turing Maskine,
der givet n udregner ¢ (n) og accepterer hvis og kun hvis den
standser. Givet vor Turing Acceptor T kan Vi nu anvende den algo-
ritme, der findes i Hopcroft og Ulimann [1969] til konstruktion af

en grammatik for det sprog, der accepteres af T. ]

L.ad os ligesom i afsnit 3 slutte dette afsnit med at karakterisere

oversattelser defineret af LBTRler ved hjelp af grammatikker.

Definition 4. 16 En context sensitiv grammatik med reguler output
(CSRO) er et system G = (VN:, \V
1

Na? VTl’ VTg’ P, (s, s1)) hvor

i) VNl , VN2 er alfabeter af hjslpesymboler,
VT1 , \/_l_2 - - ~ terminale symboler
medVNiﬂVTi=® i=1,2.

ii) (S,Sf)eVN X \/ er startsymbolet
1

Nz

iii) P er en meangde af produktioner af en af f¢lgende former

(¢, A) » (B, xB)
(@, A) = (B, )

E S

hvor o; B Vi [8] = lal, A, BEV , eV,

+ . .
En form er et elemnent {(a, x} hvor o € V1, x € V¥, Definer relationen

= mellem former ved
(o, xA) =(8, n)

hvis vi kan skrive (a, xA) pa formen (@ 8 Y, xA) og (8, 1) p& formen
(wi vy, xV) og (6,A) » (4, V) er en produktion,



*
Med = som den reflexive, transitive lukning af =, definerer vi

sproget genereret af G som maengden
€ * * - ¥
L) = L0y €V VX [ (5,810 = (4y) ] O

Ovenstdende er et specialtilfaelde af Culik Ilis og Mor‘ey\!ﬁs [1971]
definition af binaer grammatik og af det sprog, der O&-genereres af

en sadan.
Vi har fé¢lgende satning fra samme artikel.
Seatning 4. 17 Lad Z, A vere to alfabeter og lad T € Z¥ X A¥, Depr

findes da en LBTR M med Gr(M) = T hvis og kun hvis der findes en
CSRO Gmed L(G) = T.

Bevis Beviset er gennemfgrt i alle pinlige detaljer i ovenstdende
artikel, hvorfor vi ikke skal komme ngjere ind p& det. Ideen er
meget kort den, at vi givet en LBTR M med T = Gr(M) konstruerer
en CSRO, hvis context sensitive del praktisk taget er den samme
som grammatikken i lemma 4.9 og hvis regulare del kun indeholder
et hjelpesymbol og tre forskellige produktioner S - S, S~7yS, S €

hvor y er en output streng fra M.

En produktion, der fstammer!! fra en bevagelse, hvor automaten gi-
ver output y, har formen (a0 » 8, S - yS), en "hjelpeproduktion! er
af formen (0 2 B, S » S) og endelig er den sidst anvendte produktion

i en derivation produktionen ( a =B, S =€),

Har vi omvendt givet en CSRO konstruerer Vi en LBTR, der accep-
terer sprogetgenereret af den context sensitive del af grammatikken
V. hj.a. en '"top-down analyse!" (jfr. Hopcroft og Ulimann [1969]
Theorem 8. 1) og som samtidig anvender den reguleaere del af gramma-

tikken til at generere det korrekte output. il

Vi skal ikke her komme yderligere und p& oversattelser defineret af
LBTRter, men slutter med at henvise til Culik Il og Morey, hvor spe~
cielt sammenhangen mellem overssttelser og binzre grammatikker er
behandlet i dybden,




AFESNIT 5

TURING ACCEPTORER OG TURING OVERSATTERE

Dette afsnit vil p& afggrende vis adskille sig fra de ¢vrige, idet
vi her vil bruge en helt anden type argumenter. Medens de hidtige
beviser har varet formelle og siringente i den forstand, at vi f.
eks. har konstrueret grammatikker og automater | alle tekniske
detaljer, vil vi nu sld ind p& ""de store armbevagelsers metode!,
eller hvad der er en mere korrekt betegnelse, vi vil anvende
Church'!s Thesis. Denne siger som bekendt, at en Turing maski-
ne kan ggre alt det, som vi kan give en effektiv beskrivelse af.
Derfor vil beviser i h¢j grad blive givet i form af flow-charts,

hvis elementer beskriver en beregning, som intuitivt er effektiv.
Férst en formel definition.

Definition 5.1 En Turing acceptor (TA) er et system M = (K, I,

T, 8, dg» F) hvor K, %, T, 8, a,, F har samme betydning som i
def. 4.1 og der yderligere galder, at der findes et specielt sym-
bol B € I'NY -~ B er den blanke —-.

Ind f¢r relationen l—%r pa r K ¥ ved for u,v € 1“*, ce [ at set-
te
i), upav |— ugbv :lup |— ugb
IIf>(|3,a) > (q,b,N) 6(p,B) > (q,b,N)

ii)ﬂupav |— ubgqv @up |— ubg
5(p,a) > (q,b,R) 5(p,B) 2 (q,b,R)

iii) ucpav |— uqcbv

pav |___ qBaV } SIS 6(13:3) B (Q, b; L)

ucp l—- uqcb

.1




Med |—= som den reflexive, transitive lukning af |— er sproget

accepteret af M maengden

* *
T(M)={W|Bq6F,a,B€T:qow|—-aq6}

0

Det fglger af definitionen, at hvis q € F kan vi uden indskrank-
ning antage, at M standser, dvs. at 6(q,a) er udefineret for alle
acl,

Det ‘er velkendt, at de mere udbyggede modeller af TA'er, dvs.
maskiner med flere tapes af flere dimensioner og med flere |ase-

skrive hoveder, alle er akvivalente med ovenstaende model.

Pa basis af def. 5.1 kan vi nu definere begrebet en Turing over-
setter (TTR) ved at tilfgje et outputalfabet A , pille lidt ved de-
finitionerne af 6 og ]—, og dermed na frem til at definere gra-
fen for en TTR M =(K, Z, T, A, &, Ay F) som

GrM) ={ (x,y) €S x 2" | D q€eF, a,p €
(a,,w,e) |= (aaB, €, v)]

De ovenfor beskrevne skridt er fuldstendig parallelle til def.

4.3 og def. 4.4, og det skulle veere indlysende, hvordan det gar.
LLad os nu vise fglgende parallel til corollar 3.11.

Setning 5.2 Lad I,A vere to alfabeter med SN A =@ og lad

T < 5% A¥. Der findes da en TTR M med T = Gr(M) hvis og kun
hvis der findes et Turing sprog L. og to homomorfier h, ,h, sdle-
des at

T={(h(w),h(w) | weL]}

Bevis LadM=(K, Z, I', A, 3, A F)vereen TTR med T =
Gr(M). Konstruer en TA M, pd fglgende m&de. M, har tre tapes,
inputalfabet 2 U A og virker i overensstemmelse med fg¢lgende

diagram idet tape 1 bruges som inputtape.




Er input af formen xy, nej
x €T yep* 2

ja

Kopier x til tape 2.

v

Simuler M med tape 2
som input og tape 3

som output.

nej

Er tape 3=y ?

Bemerk at det er muligt, at vor maskine aldrig bliver ferdig

med at simulere M. @ angiver en ikke-accepttilstand ., me-

dens@ angiver en accepttilstand.

Lad L vere lig med T(M, ) og definer homomorfierne h, og h,
ved

fora€ Zer h(a)=a, hy(a) =¢

fora€Aer hh(a)=%¢, hyla) =a

Det er klart at T = { (h (w),hz(w)) | we L},
Lad omvendt T = { (h (w),hz(w)) | wé€ L}, hvor L € RE med

L < =%, Vi anvender atter iemma 2.3 til at opna L' € CS,

L'c (VU {3 )*, h(L.') = L. , hvor homomorfien h er defineret




ved h(@#) =€, h(a) = a for a€ Z. Vi har nu at
T ={ (h hiw),hzah(w)) | we L'}
%
Lad { x;} vere en nummerering af strengene i (X' U {i}) og kon-

struer fglgende TTR med inputalfabet X, outputalfabet A og 4 tapes

med tape 1 som input.

i:= i+1 (beregnes pa

tape 2)

A

Generer x; pa tape 3.

nej
Er x; i L' ? H

ja

Generer h, h(x;) pa

tape 4.

Er h h(x;) = input ? ERACARN

ja

y

Output hs h(x; ).

__]Lm

4



Bemerk at det efter svaret ja i nestsidste kasse er to mulighe-
der for TTR'en. Dette skyldes, at vi ma bevare muligheden for
at fa flere forskellige output fra samme input. Den ekstra de-
talje med at indfgre L' € CS skyldes, at vi i kasse nr. 4 skal

have et spgrgsmal, som er rekursivt Igseligt. O

Lad os som kommentar til ovenstdende satning anfgre, at den
ogsd@ kunne have varet vist pd fglgende madde. Turing sprogene
er en full AFL J , hvorfor der iflg. satning 2.6 findes en AF TR
Nsad L(Q)=T . Anvend satning 3.6 p& A og vi er tilsynela-
dende hjemme. Her er imidiertid en ting at vere opmarksom pa,
og det er kravet om, at vore automater i en AFTR er envejs au-
tomater. Ovenstdende klasse N er altsd en klasse af envejsau-—
tomater, som ganske vist er &kvivalent med klassen af Turing
maskiner i den forstand, at de accepterer de samme sprog, men
som strukturelt set ikke behgver at ligne de klassiske Turing
maskiner. Dette er grunden til, at vi har anvendt den mere di-

rekte made at angribe problemet pa.

Lad os igen slutte med at angive sammenhangen mellem oversat-
telser og grammatikker. Ved at &ndre definitionen af en con-
text sensitiv grammatik med reguler output (CSRO | def. 4.16)
saledes at vi i en produktion (a,A) = (8,xB) eller (x,A)~ (8, x)
ikke leengere kraever at IBI = lOLI far vi, hvad vi kan kalde en
Turing grammatik med regular output (RERO). Det er ikke svert
at vise fglgende seetning, hvormed vi slutter behandlingen af
TTR'er.

S
"W

Satning 5.3 Lad %,A vere to alfabeter og lad T < ¥ x A™. Der

findes da en TTR M med Gr(M) = T hvis og kun hvis der findes en
RERO G med T = L(G). O



AESNIT 6

KONKLUSION GG AFSLUTNING

Hvis vi anvender de sadvanlige typebetegnelser for Chomsky-
hierarkiet - dvs. et type 1 sprog er context sensitivt, en type 2
automat er en PDA osv. - har vi i de foregdende afsnit vist, at
givet en oversatter M af type i, findes der et sprog L. af type i

og to homomorfier h, , hy, saledes at
Gr(mM) = { (h (w),hs(w)) | we L}

Bortset fra tilfeldet i=1 har vi vist at denne s&tning ogsa gal-
der ""den anden vej'' ligesom vi har demonstreret at i tilfeldet
i=1 er det rekursivit ulgseligt, hvorvidt dette sidste er opfyldt.
Endelig har vi i hvert tilfelde angivet en karakterisation for

graferne af oversatterne v.hj.a. ""par af grammatikker!,
| spprgsmalet om "anvendeligheden! af den prasenterede teori
er det nok férst og fremmest push-down oversetterrie der kom-
mer i betragtning. L.ad os pr¢ve at anvende en af vore satinin-
ger pa et problem, der optrader i forbindelse med syntaxdiri-
geret oversattelse. Aho og Ullman [ 1971] anfgérer et eksem-
pel som i alt veesentligt er fglgende:
Betragt en PASCAL ~lighende produktion som
<for statement>::= for <assignmemt{> to <integer> do <statement>
Et eksempel pa et <for statement> kan vare

for [~ J+1toNdo BB+ AlJ]
En naturlig kode at producere vil vare

1. Udfgr assignmentet

2, Testom |l < N
3. Hvis ikke hoppes der ud




4, Udfér statementet
5. Seetl <1+ 1
6. Ga tilbage til 2

Vi kan nu spgrge, om denne oversatteise kan udfgres af en PDTR.
En ngdvendig og tilstrekkelig betingelse hepfor er iflg. saetning
3. 13 at den oversatte kode kan beskrives af en produktion af for-

men

I

<for statement>::= f <assignment> t;<integer> tz<statement> t, ()
hvor t; for 1 <1 < 4 er terminale strenge.

Vi kan imidlertid med det samme se, at vi i vor kode far brug for
to ""oversattelser' af <assignment>, nemlig dels den kode, der
udfgrer | <« J + 1, og dels en kode, der kan levere I's referen-
ce, som vi skal bruge i 2 og 5. Da <assignment> i (¥) imidlertid
kun kan have en "vardi'', kan ovenstdende oversattelse ikke de-

fineres af en PDTR.
Lad os prgve at omskrive produktionen til

<for statement>::=for <identifier> <« <integer expression> o

<integer> do <statement>

lLLad os vise at vi nu faktisk kan definere oversettelsen v.hj. a.
en PDTR ved at anfgre en oversaitelse til GIER' s assembler-

kode SL.IP. Vi skal altsa vise, at vi kan overseatte strengen
for 1<« Eto Ndo S

Lad os antage, at den semantiske verdi af | er en stump kode,
der anbringer adressen pd den aktuelle identifier i R-registe-
rets adressedel. Den semantiske veardi af E hhv. N er den kode,

der udregner den aktuelle veerdi af E hhv. N og anbringer den-
ne i R og endelig er den semantiske verdi af S den kode, der

udregner S.



Vi kan nu skrive vor semantiske produktion af formen
<for statement>::i= t; | 1, E taN 1,5 I

pa fplgende made

<for statement>: @ga rel V; el: qq,@ ar(rel); e2:®

sr(rel); hv re3 LT; @ arn(rel) V; e4: qq 1. 39;

ar re4; gr(rel); hv re2; e3: qq;
hvor vi har brugt ; som skilletegn mellem SLIP-instruktioner.

Et andet spgrgsmal, der melder sig i forbindelse med praktiske
anvendelser, er spgrgsmalet om at karakterisere de oversattel-

ser, der defineres af deterministiske push-down automater.

En SSDTS G=(V, I, 4, R, S) (jfr. def. 3.12) kaldes omvendt
polsk, sé&fremt der for enhver form (x,B) gelder at B € vE o,
G siges at vere LR(k) sdfremt grammatikken G! = (V, %, P, S)
er en LLR(k)-grammatik. Her er P produktionerne A - a, hvor

A~ (a,B) er en regel i R.
Lewis og Stearns [ 1968] indeholder nu félgende resultat.

Seetning 6.1 L.ad Z,A vere to alfabeter og lad T < s*% A%, Der

findes da en deterministisk push-down oversatter M med Gr(M) =
T hvis og kun hvis der findes en omvendt polsk LR(k) SSDTS
G=(V, 2, A, R, S) sdledes at L.(G) = T. O

Beviset for setning 6. 1 er konstruktivt, og sesetningen har fglge—
lig anvendelser i forbindelse med konstruktion af LR(k)-parsere

og LR(k)-parser-generatorer.

L ad os alutte med at anfgre, at der ikke findes nogen ""homomorfi-
karakterisation! af oversettelser defineret af deterministiske
PDA'er. Et forspg pa at ggre det vil utvivisomt medfgre overve-
jelser af samme art som for LBA'erne i afsnit 4. Det springende
punkt er igen, at deterministiske sprog ikke er lukket over for

homomorfi.
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