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Tre matematiklérare och en forskare i matema-
tikdidaktik har tillsammans genomfort ett ut-
vecklingsarbete for att stirka matematikunder-
visningen och elevers ldrande inom omradet
subtraktion. Projektet, som involverade 33 elever
i arskurs 4, bedrevs i form av kollegialt larande
med expertstod. Utifran upprepade testresultat
har undervisningen anpassats bade till form och
innehall for att stodja elevernas larande av det
valda larandeobjektet. Det kollegiala arbetet har
organiserats med utgangspunkt i learning study.
Darutover har flera teorier och metoder kombine-
rats for att kunna mota alla elevers ldrande uti-
fran deras forutsattningar. Undervisningen har
fokuserat pa variation av och omvandling mellan
olika representationer av ldarandeobjektet. | den-
na artikel redovisas viss positiv effekt pa elever-
nas testresultat efter helklassundervisning och
en storre positiv effekt efter strukturerad larar-
ledd undervisning i mindre elevgrupper.

Underlaget till denna studie kommer fran ett utveck-
lingsarbete som genomfdrdes under aren 2011-2013
vid en grundskola i sédra Sverige, med stdd av det
svenska Skolverket (2011a). Den del av utvecklings-
arbetet som redovisas hér behandlade strategier for
att rékna subtraktion, med fokus riktat pa strategin att
rékna fran den andra termen till den férsta nar ter-
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merna i subtraktionen ligger ndra varandra, till exem-
pel 304 — 298, samt att kontrastera mot subtraktioner
dar det passar battre att subtrahera talsorterna var
for sig, som i exemplet 435 — 121.

| detta subtraktionsprojekt, som planerades varen
2012 och genomférdes med elever hosten 2012, del-
tog tre matematiklarare och en forskare i matematik-
didaktik. De tre lararna, som alla undervisade i ars-
kurs 3-5, hade da fatt introduktion till learning study
som en modell for att utveckla och beforska sin egen
undervisningspraktik (Runesson 2010). Sjélva grund-
ansatsen i learning study — med kollegialt samarbe-
te, att gemensamt planera undervisning med fokus
pa ett matematiskt larandeobjekt samt att genom-
fora och utvardera denna undervisning med fortest
och eftertest — uppfattades som tilltalande och me-
ningsfull. Gruppen kom tidigt Gverens om att i storsta
méjliga utstrackning arbeta med learning study som
metod, men att vid behov ga utanfér denna modell.
Allt eftersom arbetet fortskred introducerades olika
arbetssatt med syfte att erbjuda basta mdjliga forut-
sattningar for elevernas larande. Det var omgjligt att
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i forvag planera vilka teorier, metoder och arbetssatt
som skulle anvandas i ett senare skede av projektet
eftersom de anpassades till elevernas testresultat
och utvarderades kontinuerligt. Denna flexibla ansats
skulle visa sig ha stor betydelse for elevernas positi-
va resultatutveckling.

Elevernas larande méttes kvantitativt med ett skrift-
ligt prov bestaende av 17 uppgifter av larobokstyp
(se bilaga 1, sid 41), dar merparten (15 stycken) av
uppgifterna uppmanade till direkta berékningar av
symboluttryck (till exempel 304 — 298 =) medan tva
uppgifter handlade om att satta utgivna tal pa en tal-
linje (se bilaga 1, uppgift 1 och uppgift 3). Detta prov
utformades av lararna och diskuterades med forska-
ren, varvid nagra enstaka justeringar gjordes. Larar-
nas motivering till denna nagot ensidiga utformning
av provet var just att dessa uppgifter liknar dem som
finns i laroboken och de rena rakneuppgifter som
aterkommer pa nationella proven. Avsikten var inte
att provet skulle testa vad eleverna kom ihag fran un-
dervisningen utan vad de hade lart sig av den, med
fokus pa strategier for symbolisk berakning. Identiska
prov anvandes vid ett inledande fortest och tre efter-
test, dar eftertest genomférdes efter varje undervis-
ningspass.

Vi har valt att beskriva elevernas resultatutveckling
med linjediagram, som visar positiva effekter av den
genomférda matematikundervisningen pa elevernas
larande och hur dessa effekter uppnas med olika in-
satser for olika elevgrupper.

Syfte och forskningsfragor

Syftet med det aktuella utvecklingsprojektet var att
stddja elevernas larande av strategierna utfylinad och
borttagning vid subtraktion. Syftet med denna studie
ar att beskriva elevernas resultatutveckling och att re-
latera denna utveckling till undervisningsinsatsernas
karaktar. Huvudfragan i denna studie ar darfor:

Hur har inriktningen pa den genomférda ma-
tematikundervisningen péaverkat elevernas
resultatutveckling avseende réknestrategier
fér subtraktion?

| stallet for att beskriva hur matematikundervisning-
en faktiskt har genomférts, har vi valt att rikta fokus
mot dess inriktning, beskriven i form av de teoretiska
utgangspunkter och metoder som lararna har anvant
sig av i sin gemensamma planering. Detta ligger helt
i linje med utvecklingsprojektets ansats att lararna
sjalva ansvarar for att omsatta tillgangliga teorier och
metoder i planering och genomférande av under-
visning. A ena sidan finns i denna forskningsansats
en forhallandevis svag koppling mellan aspekterna
inriktning och larande (jamfor figur 1: Inriktningen
paverkar planeringen som paverkar undervisningen
som i sin tur paverkar larandet), & andra sidan inne-
bar den explicit undersdkning av inriktningens bety-
delse for larandet. Naturligtvis vore det dnskvart att
aven belysa planering och undervisning, men det
kraver en mer omfattande studie an den som genom-
forts har.

Inriktning:

Teori och metod

Planering H Undervisning ]—)

Larande:

Effekter

Figur 1: Schematisk beskrivning av studiens ansats




Teoretiska utgangspunkter

Var studie stods av ett bricolage av olika teorier och
metoder, hamtade fran olika vetenskapliga samman-
hang (Kincheloe 2001). Oppenhet fér olika teorier och
metoder passar sarskilt val i forskningssamarbeten,
dar praktiker och forskare med olika bakgrund kan
bidra utifran olika synsatt och infallsvinklar pa en pro-
blematik av gemensamt intresse (Penuel, Roschelle
och Shechtman 2007). Ansatsen tillater ocksa att
urvalet av teorier och metoder anpassas successivt,
i forhallande till de resultat som framtrader i forsk-
ningsprocessen. Medan denna anpassning medfor
en forhallandevis svag anknytning till redan etable-
rade vetenskapliga sammanhang, sa forstarker den
flexibla ansatsen méjligheterna att erhdlla nya och
ovantade insikter om forskningsobjektet (Kincheloe
2001). | stallet for att formulera forskningsfragor som
passar in i etablerade vetenskapliga sammanhang,
kan den vetenskapliga inramningen anpassas till
praktikens fragor (Carlgren 2012). Ansatsen med bri-
colage har en lang tradition i den matematikdidaktis-
ka forskningen och utmanar "the positivist epistemo-
logy of practice wherein practical reason is construed
as the application of theory” (Cobb 2007:3). Denna
forskningsansats ska dock anvéndas med forsiktig-
het, och forskaren ansvarar for att minimera det in-
slag av godtycke och subjektivitet som den oundvikli-
gen for med sig (Gellert 2010).
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| vart bricolage har teorier om representation av
matematiska objekt en central roll. Vi ska i de kom-
mande tva avsnitten diskutera dessa teorier, saval
generellt som med fokus pa studiens valda larande-
objekt. | det tredje avsnittet tar vi upp metakognitiva
strategier for sjalvreglering av egna handlingar med
speciell relevans foér matematisk problemldsning.
Medan teorierna om representation fanns med som
utgangspunkter i projektet sa aktualiserades teorier-
na om sjalvreglering under projektets gang, nar pro-
jektdeltagarna diskuterade utfallet av undervisning
och tester.

Allmént om matematiska representationer

Representationer ar sarskilt viktiga i matematiken,
dar objekten utgdrs av idéer som inte kan observeras
direkt i omvarlden utan maste konkretiseras i rela-
tion till artefakter (Ogden och Richards 1923; Duval
2006), till exempel fysiska objekt, bilder, diagram och
symboler (Sollervall 2009, 2011).

En viktig egenskap éar att olika representationer av
samma objekt kan ha olika forklaringsvarden (Davis
2010; Sollervall 2011). Exempelvis kan 2 + 3 = 5 for-
klaras genom att flytta forst tva steg och sedan tre
steg till (i verkligheten eller pa en tallinje) eller genom
att1agga ihop 2 bollar och 3 bollar (figur 2, till vanster)
men inte genom att relatera till en tallinje dar talen
2, 3 och 5 ar representerade som punkter (figur 2,
till hoger). For att tallinjen ska fungera som stod for

Behandling
2+3= - » 2+3=5 2+3=7
Omvandling Omvandling Omvandling
Behandling P
00 000 > 00000 0123456

Figur 2: Omvandling som férklarar (vénster) och omvandling som inte férklarar (hdger)
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tolkning av addition maste ytterligare omvandling go-
ras, fran punkter till talpilar eller annan representa-
tion som stodjer en tolkning av tal som forflyttning.
Punktrepresentationen fungerar utmarkt for de en-
skilda talen men inte for att forklara summan.

Figur 2 till vanster visar férst en omvandling fran
symboler till bild (ikonisk representation), foljd av
en behandling av bilden och slutligen en omvand-
ling tillbaka, fran bilden till symboler. Denna process
ger kognitivt stéd for behandling av 2 + 3 till 5, vil-
ket informellt kan kallas att rdkna med forstaelse.
Att kunna hantera flera representationer av.samma
objekt och kunna omvandla flexibelt mellan dem ger
en sammanhangsbunden forstaelse som ar speciellt
anvandbar vid problemldsning, dar det ofta kravs en
anpassning av representation for att effektivt kunna
I6sa ett visst problem (Winslgw 2003; Duval 2006).
Referensmodellen i figur 3 fanns med i det material
(tva sidor) som delades ut och diskuterades med 1a-
rarna vid forsta traffen i februari 2012 (jamfor Soller-
vall 2009, 2011).

Diagram

Fysiskt och laborativt

Avsikten med att introducera denna modell var bade
att synliggora olika former for representation och
att poangtere (det naturliga) sprakets diskursiva roll
i matematikundervisningen. Avsikten var ocksa att
modellen skulle fungera som referens vid fortsatt
arbete och speciellt inspirera till systematiskt arbete
med olika representationer i undervisningen.

Olika representationer av subtraktion

| skolan kommer addition fore subtraktion, trots att
idén om subtraktion som borttagning kan tyckas vara
mer erfarenhetsnara an addition. Barnet raknar och
subtraherar medan det ater godis ("Hur manga har
jag atit? Hur manga har jag kvar?") men far inte lika
ofta extra godisbitar att ldgga i godispasen. Subtrak-
tion anvands ocksa vid jamforelse, till exempel om
barnet vill lista ut hur ménga godisbitar det skiljer
mellan den egna och kompisens godispase. D& kan
de lagga bitarna i tva rader bredvid varandra och se
hur manga bitar det skiljer mellan raderna. Denna fy-
siska konkreta modell eller "situation” (Larsson 2011)
for subtraktion kan omvandlas till representation
med bild och diagram, dar tallinjen &r en sarskilt an-

Erfarenheter, forstaelse

Figur 3: En schematisk modell fér samspelet mellan naturligt sprék och representationer
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| | | | | | | | | »
Y Be 37 me ) w0 M w5 e s we | TOrattkema annden
sadan tallinje for att utféra
b) } } + } } } } } + } N berdkningar maste eleven
206 297 298 299 300 301 302 303 304 305 306 sjalv skriva ut tal vid tallin-
jens markeringar. Utover
c) — > > att eleven stimuleras att
} } } } } } } } : } —> vara aktiv och bestdmma
296 297 298 299 300 301 302 303 304 305 306 var talen ska skrivas, sa
inbjuder denna tallinje till
d | 97 98 9 3m I 2 3 4 5 | upprakning 298, 299, 300,
4 4 301, 302, 303, 304, vilket
. i sin tur kan leda till att

Kalle 298 cm Mira 304 cm

Figur 4: Fyra olika representationer fér tolkning av 304 —

vandbar variant. Men det finns val kdnda svarigheter
(rékna punkter eller rakna mellanrum?) med att an-
vanda tallinjen vid subtraktion, sarskilt om termerna
representeras som punkter (figur 4a, 4b). Har kan en
omvandling till talpilar (figur 4c) eller till mattband (fi-
gur 4d) stddja en korrekt tolkning av subtraktion som
avstand.

Ytterligare stod for representation &r den ogradera-
de "tomma” tallinjen. Den finns i flera varianter, dar
en linje helt utan markeringar ar vanligt férekomman-
de (Klein, Besihuizen och Treffers 1998; Mclntosh
2008). Eleven far da sjalv markera talen ungeférligt
pa tallinjen (figur 5a). Bade inom matematikdidak-
tiken (Mcintosh 2008) och inom den psykologiska
forskningen om elevers (logaritmiska och linjara)
taluppfattning (Booth och Siegler 2006) anvands ock-
sa tomma tallinjer dar andpunkterna ar markerade
med tal. | denna studie, som fokuserar uppraknings-
strategin for subtraktion mer an taluppfattning, har vi
i stallet valt att anvédnda oss av tomma tallinjer med
markeringar men helt utan tal (figur 5b).

eleven upptacker strate-
gin "2 upp till 300, sedan
4 till, alltsd 6”, som kan
representeras med sym-
boler 304 — 298 = 2 + 4 = 6. Varje sadan omvand-
ling mellan representationer stéller hogre kognitiva
krav pa eleven an behandling inom en och samma
representationsform (Duval 2006). En subtraktion
kan aven representeras med naturligt sprak, till ex-
empel med en rakneberattelse dar eleverna aktiverar
mentala representationer. En sadan berattelse beho-
ver inte relatera till nagot som eleverna faktiskt har
upplevt, det racker att beréttelsen kan byggas upp i
arbetsminnets episodiska buffert utifran fragment av
erfarenheter (Baddeley 2007).

298

Medan subtraktionen 304 — 298 lampar sig bast for
berakning med utfylinad, sa utfors subtraktionen 435
— 121 enklast med borttagning genom att subtrahera
varje talsort for sig, det vill saga 400 — 100 = 300,
30-20=10,5-1 =4, vilket leder till svaret 314. Det
gar i och for sig att fylla ut fran 121 till 435 men berak-
ningarna blir komplicerade. Aven om det finns elever
som féredrar att ha berékningarna inbéddade i text
sa féredrar manga den rent symboliska representa-
tionen 435 -121 =300 + 10 + 4 = 314.
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a) f f {
278 300 09
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1 1 1 1 1 1 1
278 21 0 3 ) 03 XY

Figur 5: Tvéa varianter av tom tallinje, dér eleven sjélv skriver ut talen

Ett vanligt fel ar att anvédnda denna (ofta dominan-
ta) borttagningsstrategi aven for subtraktioner som
304 — 298, dar resonemanget att 300 — 200 = 100,
"0 minus 9 gar inte, darfor tar jag 9 minus 0 i stallet,
samma med 4 — 8 gar inte, da tar jag 8 — 4 = 4 i stal-
let” leder till den felaktiga slutsatsen att 304 — 298 ar
lika med 100 + 90 + 4 = 194. Det racker alltsa inte att
eleverna lar sig de olika metoderna, de maste ocksa
klara av att bedéma vilken metod som de ska anvan-
da sig av. For att inte ytterligare komplicera larande-
situationen for eleverna i den aktuella studien, valde
lararna att undvika uppgifter dar ingen av de bada
metoderna passar val, till exempel 421 — 135 (som
vanligen utférs med lan). Fokus var alltsa pa strate-
gierna utfylinad och borttagning i subtraktioner dar
termerna ligger "nara” varandra respektive dar man
kan rakna "storst forst”. Just dessa uttryck "nara” och
"storst forst” anvandes av lararna for att tréna elever-
na i att k&nna igen olika typer av subtraktioner.

Larandeobjektet, med fokus pa utfylinadsmetoden
for subtraktion, valdes av lararna framfor allt med
tanke pa att manga elever har svart for att utfora stra-
tegin och for att avgéra nar den kan anvandas for att
forenkla berakningar.

Sjélvreglerat ldarande och
sjélvreglerande processer

Viktiga aspekter av matematisk problemldsning &r att
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+ beddma vilka strategier som, i kombination med
olika representationer, kan anvandas for att utfo-
ra en viss berakning

+ vélja och implementera en vald strategi med en
viss representation

« Overvaka det egna utférandet av berakningen

+ kontrollera delberakningar, reagera om delresul-
tat verkar orimliga

+ reflektera 6ver svarets rimlighet i relation till den
ursprungliga problemformuleringen.

Att dessa aspekter ar betydelsefulla framgar tydligt i
de svenska kursplanerna for grundskolans matema-
tik, dar det uttrycks att eleven ska ges forutsattningar
att ”... vardera valda strategier och metoder ... valja
och anvanda lampliga matematiska metoder for att
gora berakningar ... féra och félja matematiska re-
sonemang ... anvanda matematikens uttrycksformer
... (Skolverket 2011b).

Dessa aspekter av problemldsning ligger ocksa tyd-
ligt i linje med de fyra faserna av sjalvreglerat larande
("self-regulated learning”): fore-thought, planning and
activation; monitoring; control; reaction and reflection
(Schunk 2005). Den férsta fasen med planering och
aktivering av strategi staller krav pa kognitiv férmaga,
medan 6vervakning och kontroll relaterar till elevens
motivation respektive beteende. Att reagera och re-
flektera kraver att eleven kan kontextualisera sina



processer och resultat bade i relation till narmast f6-
regaende resultat och till det dvergripande problemet.

Att vardera och valja mellan olika strategier och satt
att representera dessa strategier hor till den kogniti-
va fasen planering och aktivering. Eleven férvantas
har kunna gbra bedémningen att subtraktionen 304
— 298 bor berdknas med utfylinad, medan 435 - 121
bor berdknas genom att talsorterna subtraheras var
for sig. Sddana beddmningar gors ofta med stdd av
mentala representationer, till exempel en mental tal-
linje. Nar eleven har valt strategi och representation
ska berakningen genomféras, vilket kraver dvervak-
ning (motivation) for att halla igang processen och
kontroll (beteende) av att den genomférs pa ett ac-
ceptabelt satt. Nar eleven har kommit fram till ett svar
aterstar en reflekterande bedémning av dess rimlig-
het i forhallande till problemformuleringen. Exempel-
vis ska eleven i detta skede kunna komma fram till att
304 — 298 inte kan vara lika med 194. Reflektion kan
tillampas aven under genomférandet av processen,
som tillfalligt avstannar da eleven undersoker tidigare
utférda berakningar. Om dessa beddms vara felaktigt
utférda och inte kan korrigeras, kan processen helt
avstanna eller aterkallas och aterga till planeringssta-
diet. Elever som anvander sig av systematisk reflek-
tion under berdkningsprocessen kan kanna mindre
behov av att genomféra en avslutande reflektion.

Medan framfor allt kontroll men ocksa reflektion kan
fardighetstranas, sa kraver planering och aktivering
ett kognitivt engagemang som forutsatter att eleven
deltar aktivt i undervisningen. Att i matematikunder-
visningen arbeta med variation av och omvandling
mellan representationer ar bade kognitivt kravande
och nédvandigt for att eleven ska kunna I6sa mate-
matiska problem som kréver anpassning av metod
(Duval 2006). Detta &r huvudorsaken till att denna
studie lagger sa starkt fokus pa variation av och om-
vandling mellan representationer.
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Organisation av projektarbetet

Denna studie har genomférts inom ramen for ett ut-
vecklingsarbete, som involverade elever i arskurs 4
och bedrevs som kollegialt l&rande med expertstod
(Timperley 2008) i en grupp med tre deltagande lara-
re och en forskare. Vi redogér nedan fér bakgrunden
till denna utformning och hur gruppen valde att arbe-
ta med det kollegiala larandet.

Gruppens arbete organiserades med utgangspunkt i
den i Sverige populdra modellen learning study (Ru-
nesson 2008). Learning study behandlar larandeob-
jektet i enlighet med fransk forskningstradition, dar
inflytandet av didaktisk transposition (Bosch, Che-
vallard och Gascén 2005) och teorin om didaktiska
situationer (Brousseau 1997) ar sarskilt tydliga. En
annan viktig utgdngspunkt for learning study ar att
larare ar delaktiga i den produktion av kunskap som
ska ligga till grund fér deras arbete. Larare ska stalla
egna fragor och undersoka den egna praktiken. Man
arbetar i en cyklisk process med att planera, genom-
fora, utvardera och férandra sin egen undervisning
med fokus pa ett valdefinierat matematiskt larande-
objekt (Runesson 2008). Denna ansats ar helt i linje
med flera andra internationellt etablerade modeller
som design-based research (Cobb, Confrey, diSes-
sa, Lehrer och Schauble 2003) och co-design (Penu-
el, Roschelle och Shechtman 2007). Dessa ansatser
har som gemensam ambition att narma och utveckla
utbildningsvetenskaplig teori och praktik genom att
larare lar utifran att de férandrar sin praktik och ana-
lyserar hur deras elever lar i denna praktik (Stigler
och Hiebert 1999; Clarke och Hollingsworth 2002).

Naturligtvis kan befintlig vetenskaplig kunskap an-
vandas som stdd i det kollegiala arbetet. Det ar emel-
lertid inte rimligt att larare ska behdva ta ansvar for
att identifiera och integrera denna vetenskapliga kun-
skap i det kollegiala arbetet och dérfér rekommende-
ras att extern expertis involveras i arbetet (Timper-
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ley 2008), nagot som inte alltid &r fallet i en learning
study (Runesson 2008). Vidare brukar learning study
bedrivas med fokus pa begreppsbildning och varia-
tion av begreppsattribut med utgangspunkt i vari-
ationsteori (Marton och Booth 2000). Eftersom var
studie inte handlade om begreppsbildning utan om
matematisk problemldsning, foll det sig mer naturligt
att i stéllet rikta fokus mot variation av representatio-
ner. Vidare kom projektdeltagarna tidigt verens om
att ocksa vara éppna for att variera arbetsformer,
speciellt olika satt att organisera undervisning i hel-
klass och i mindre grupper. Var ansats kan sagas
vara inspirerad av learning study, design-based re-
search och co-design, tre modeller som alla poéang-
terar lararnas centrala roll i forskningsprocessen, ett
av lararna definierat l&randeobjekt samt noggrann
planering, systematisk utvardering och férnyelse av
undervisningen.

Innan forskaren traffade de tre lararna for forsta
gangen i februari 2012 hade de formulerat larande-
objektet "huvudrakningsstrategier i subtraktion vid ti-
otals- och hundratalsévergangar”, som vid motet for-
tydligades till strategierna utfyllnad och borttagning
(utan 1an). Detta forsta mote anvandes ocksa for att
stdmma av férvantningar och tankar om olika satt att
arbeta. En del tid 4gnades ocksa at att diskutera ma-
tematiska representationer (jamfor figur 3) och olika
satt att variera undervisningen. Lérarna tog gemen-
samt fram ett for-fortest med 17 traditionella matema-
tikuppgifter som efter avstdmning med forskaren pro-
vades ut under varen 2012 pa elever som inte skulle
delta i det fortsatta projektet. Forskarens fortsatta
deltagande begrénsades av projektets tillgangliga
resurser till ytterligare en traff under varen 2012 och
tre tréffar under hdsten 2012. Samtliga dessa traffar
agde rum pa den aktuella skolan. Mellan dessa traf-
far arbetade lararna pa egen hand med att planera,
genomféra och utvardera undervisning.
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Den studie som redovisas nedan genomférdes under
hosten 2012 med tva klasser i arskurs 4. Dessa klas-
ser hade vardera 17 elever. En elev (B6 i bilaga 2,
sid 42) deltog inte i nagon del av studien, som alltsa
omfattade 33 elever. Efter ett inledande fortest reso-
nerade arbetsgruppen om hur kommande undervis-
ning kunde organiseras, med fokus pa omvandling av
representationer. Under hosten varvades sedan tes-
ter, traffar och undervisning. Totalt genomférdes tre
undervisningspass, alla inriktade mot ett och samma
larandeobjekt.

Analysmetoder

Elevernas testresultat dokumenterades under pro-
jektets gang i tabellform (se bilaga 2) och resultatens
utveckling har sedan redovisats i flera olika linjedia-
gram (se diagram 1, 2 och 3, sid 37, 38, 39). Varje
heldragen linje mellan tva resultat i linjediagrammet
representerar en elev som har gjort bada testen,
medan en (horisontell) streckad linje star for en elev
som missat nagot av dessa test. Olika elevgrupper
har urskiljts och karaktéariserats utifran resultaten. Ef-
tersom hela studien omfattade endast 33 elever har
det inte genomforts nagon kvantitativ analys utéver
berakningar av resultatférandringar och medianer av
dessa. Vi har i stéllet gjort beddmningen att diagram-
men med dnskvard tydlighet ger stdd for de analyser
och slutsatser vi for fram i denna artikel. Vi vill dock
ndmna att det finns anledning att tolka utfallet av i
synnerhet eftertest 3 med viss forsiktighet. Medan
eftertest 1 och eftertest 2 genomférdes nagra dagar
efter respektive undervisningspass, genomfordes ef-
tertest 3 samma dag som undervisningen dgde rum.

Resultat och analys

Elevernas testresultat finns redovisade i bilaga 2.
Samtliga narvarande elever deltog i de tva forsta
undervisningspassen. Efter dessa tva pass konstate-
rades att hela 13 av de 33 eleverna fortfarande inte
hade uppnatt tillfredsstéllande resultat, dar tillfreds-



stallande definierades som minst 12 poang pa nagot
av de tva inledande eftertesten. Dessa 13 hade fran
2 till 8 poang av 17 méjliga. Projektgruppen diskute-
rade problematiken och kom fram till att dessa elever
kanske var alltfor passiva i helklassundervisningen,
att de inte tog plats utan 6verlat at dem som verkade
kunna mer att styra vad som hande i klassrummet.
Detta trots att stor del av undervisningen genomfor-
des i mindre grupper, vilka gemensamt [6ste problem
som gick ut pa att omvandla mellan representatio-
ner, medan lararen gick runt mellan grupperna och
svarade pa fragor. Projektgruppen beslutade darfor
att genomféra strukturerad lararledd undervisning,
med 14 elever uppdelade i fyra grupper (3, 3, 4, 4
elever) och dar lararen traffade en grupp i taget for
att da kunna leda och strukturera gruppens arbete.
Denna undervisning genomférdes 2 x 30 minuter per
grupp, fordelat pa 30 minuter vardera under tva pa
varandra foljande dagar. Ut6ver de 13 eleverna med
svaga testresultat deltog ytterligare en elev (B12 i bi-
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laga 2), som inte hade behdvt vara med pé grund av
tidigare goda testresultat men som anda deltog. An-
markningsvart ar att testresultaten for 9 av dessa 13
elever dkade fran 2-8 poang till 12-17 poang. Denna
o6kning ska dock tolkas i relation till att eftertestet ge-
nomfordes pa eftermiddagen medan undervisningen
genomfordes pa férmiddagen samma dag. A andra
sidan berdrde undervisningen inte uppgifter av den
typ (rdkning med symboler) som fanns pé eftertestet
utan inriktades pa omvandlingar mellan olika repre-
sentationer, dock med fokus riktat mot de tva aktuella
raknestrategierna. Strategierna var alltsa desamma,
men de representerades pa ett satt i testet och flera
andra sétt i undervisningen.

Resultaten fran samtliga tester redovisas i diagram
1. Den lagsta nivan motsvarar 0 podng, nasta niva 1
poang och sa vidare upp till den hégsta nivan, maxi-
mala 17 poang.

Eftertest 2 Eftertest 3

Diagram 1: Samtliga testresultat. (Streckad linje indikerar icke deltagande)
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Diagram 2: Testresultat for tre delgrupper av elever, definierade utifran testresultat

Till att borja med kan noteras att resultaten endast
forbattras en aning fran fortest till eftertest 1. Resul-
tatsforbattringsmedianen &r 2 poang. Mellan eftertest
1 och eftertest 2 ar medianen 0 poang. Den stora for-
battringen kommer mellan eftertest 2 och eftertest 3
dar medianen ar hela 8 poang.

Utifran kriteriet att 12 poang pa nagot av de tva forsta
eftertesten anses vara godkant resultat, kan vi urskil-
ja tre grupper av elever: De 14 elever som uppnadde
godkant resultat redan pa fortestet, ytterligare 6 elev-
er som uppnadde godkant resultat efter forsta under-
visningspasset samt aterstdende 13 elever som inte
var godkanda efter det andra undervisningspasset.
Vi redovisar dessa tre grupper var for sig, i diagram
2.

Vi ser i diagram 2 (till vanster) att de 14 elever som
blev godkanda redan pa fortestet, forbattrade sina
resultat en aning till forsta eftertestet men tappade
nagot pa det andra eftertestet. De hade méjligen inte
beho6vt nagon undervisning dver huvud taget pa detta
moment. Motsvarande, sa hade de 6 elever (diagram
2, i mitten) som larde sig tillrackligt pa forsta under-
visningspasset inte heller behévt nagot andra pass.
De aterstdende 13 eleverna (diagram 2, till hoger)
uppvisar svagt forbattrade resultat efter de tva forsta
undervisningspassen, men det stora lyftet for dem
kom efter det tredje passet dar de uppvisade markant
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forbattrade resultat. | efterhand framstar det som om
det andra undervisningspasset inte tillforde sarskilt
mycket for nagon av de tre grupperna, medan det
forsta passet medférde en markant forbattring for 5
elever (den sjatte eleven var franvarande forsta pas-
set men blev godkénd under andra passet) och det
tredje passet lyfte 11 av 13 elever fran icke godkéant
till godkant resultat med en forbattringsmedian pa
hela 8 poang. Sammantaget uppnadde 31 av 33 elev-
er godkant resultat efter de tre undervisningspassen.
Forbattringarna intraffade till nagon del under det for-
sta passet men framfor allt under det tredje passet
(se diagram 3).

Kommentarer om svaga testresultat

Vi vill speciellt diskutera en av de elever (A13 i bila-
ga 2) som inte uppnadde godkéant resultat efter det
tredje passet. Resultatserien 3/-/6/4 ger intryck av att
eleven inte larde sig nagot alls under projektets gang,
inte ens under strukturerad undervisning i liten grupp,
vilket ligger mycket ndra sanningen. Efter det sista
eftertestet fragade lararen hur eleven réknade upp-
gifterna och fick till svar "storst forst” (vilket for eleven
innebar att 304 — 298 forvandlades till 194). Eleven
kommenterade dock att han visste att detta var fel,
men att han anda valde den metoden for att han kun-
de den. Han prioriterade dérmed den tillfredsstéllelse
han fick av att kunna genomféra sin egen raknestra-
tegi pa ett (for honom) korrekt satt, trots att strategin
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Diagram 3: Férbéttrade resultat for tva grupper av elever

endast fungerade for ett fatal uppgifter. | termer av
sjalvreglering har han alltsa prioriterat 6vervakning
och kontroll av delprocesser framfor planering och
aktivering av en fungerande strategi. | detta fall hjalps
eleven troligtvis inte av mer matematikundervisning,
utan behover bli évertygad om att vaga utmana sig
sjalv och att vaga misslyckas ibland for att kunna ta
till sig undervisning senare.

Den mérkliga resultatserien 2/0/11/13 for elev B8
(som vid sista eftertestet uppnadde godkant resultat)
kan mdjligen forklaras av bristande motivation vid de
inledande testen, vilket i sa fall kan hanforas till att
eleven inledningsvis inte klarade av att hantera den
Overvakande fasen av sjalvregleringen.

Dessa tva fall indikerar att de svaga prestationerna
kan bero mer pa motivation for och attityd till mate-
matikundervisningen an pa bristande forstaelse for
matematiska forhallanden. Har krévs i sa fall andra
insatser an mer matematikundervisning for att fa

eleverna att engagera sig i matematisk problemlos-
ning pa ett konstruktivt satt.

Resultatdiskussion

Medan elevernas resultatutveckling kan beskrivas
kvantitativt med stod av deras testresultat, blir vara
forsok till kvalitativa forklaringar av denna resultatut-
veckling mer spekulativa. Denna osakerhet forstarks
av studiens iterativa ansats, dar planering, genomfor-
ande och utvardering upprepas i flera omgangar och
dar tidigare utfall paverkar kommande undervisnings-
ansatser och den fortsatta studiens inriktning. Den
iterativa ansatsen och en Oppenhet for att flexibelt
anvanda och kombinera olika teorier och metoder har
dock gett mdjlighet att fa nya och ovéntade insikter
i en val kdnd problematik, namligen hur vi kan lara
elever att vélja och anvénda den strategi som mest
effektivt hanterar en viss berakning. Med en alltfor
stram forskningsdesign hade vi troligtvis inte kunnat
identifiera dessa i vart tycke intressanta férhallanden.
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Efter tva undervisningspass i helklass fanns fortfa-
rande en stor grupp elever (13 av 33) som inte hade
natt upp till 12 poang (av 17 mdjliga) pa de tva forsta
eftertesten. Var grundansats — helklassundervisning
med fokus pa omvandling mellan representationer
— var alltsa inte tillracklig for att na tillfredsstallande
testresultat. Det stora lyftet i prestationer kom i stéllet
vid strukturerad l&rarledd undervisning i mindre elev-
grupper om 3—4 elever, genomférd 2 x 30 minuter
under tva dagar, alltsa 30 minuter per grupp och dag.

Lararen sag till att samtliga elever blev delaktiga i
den lilla gruppens arbete. Ingen elev kunde darmed
Overlata gruppens arbete vare sig till lararen eller till
de Gvriga eleverna i gruppen. Denna intervention kan
ses som ett forsok att bryta en social ordning dér vis-
sa elever har vant sig vid att lata andra dominera och
sjalva intar en passiv roll i helklassundervisningen.
Nar de sjalva tvingas vara aktiva, uppnar 11 av de 13
eleverna markant battre resultat pa eftertestet. Som
tidigare namnts sa genomférdes detta test av prak-
tiska skal samma dag som undervisningen agde rum.

En naturlig fraga & om dessa insatser gett nag-
ra langtidseffekter. Vi har inte genomfort ytterliga-
re skriftliga tester, men en av lararna har muntligt
diskuterat denna typ av uppgifter med nagra av de
svagpresterande eleverna. Detta skedde varen 2013,
sex manader efter sista eftertestet. Eleverna fore-
foll osdkra, men en elev lyckades ge korrekt svar till
nagon uppgift. Det rackte dock for lararen att séga
"minns ni den tomma tallinjen?” for att flertalet elever
skulle kunna ge korrekta svar till de uppgifter lararen
formulerade. Eleverna kunde hantera raknestrate-
gierna nar de blev stimulerade att anvanda dem, men
klarade inte sjalva av att aktivera strategierna efter sa
lang tid som sex manader. A andra sidan, sa har de
vid ett specifikt tillfalle (sista eftertestet) visat att de
klarar av att hantera dessa strategier pa egen hand.

Slutsatser

Det forefaller som om den &ppna ansatsen med ett
flexibelt bricolage av teorier och metoder, som an-
passas till elevernas testresultat, ar ett bra satt att
mota komplexiteten i deras larande och beteende. Pa
langre sikt hade det varit intressant att sarskilt arbe-
ta med att utveckla den forsta sjalvreglerande fasen,
som berdr de kognitiva funktionerna planering och
aktivering. Var studie indikerar att flera elevers sva-
ga prestationer beror pa svarigheter att hantera just
denna fas av sjalvreglering. Det positiva utfallet av
den strukturerade lararledda undervisningen i mindre
grupper antyder vikten av att samtliga elever blir del-
aktiga i strukturerad matematisk kommunikation och
darigenom deltar aktivt i planering och aktivering av
matematiska processer. Matematikundervisningen
maste enligt var mening organiseras sa att varje elev
tar eget ansvar sarskilt for planering och aktivering
av strategier for problemldsning. Aven enkla rakne-
uppgifter kan formuleras och struktureras sa att de
bjuder in till problemldsning. | stallet for att ensidigt
|6sa rutinuppgifter enligt en viss procedur, kan det
ibland vara mer gynnsamt att arbeta med uppgifter
som kréver att man tanker igenom vilken strategi som
ska anvandas. Det kan till exempel vara tillréckligt
att, som i var studie, kontrastera strategierna "storst
forst” och "nara” for att aktivera elevernas matematis-
ka tankeprocesser.

Komplexiteten i elevers larande kraver forskning med
olika ansatser. Learning study ar en vardefull ansats
som bland annat bidrar till forstaelse av transpone-
ringen fran undervisningsobjekt till Iarandeobjekt.
Samtidigt finns det manga andra faktorer som larare
maste ta hansyn till vid planering och genomféran-
de av matematikundervisning. Specifika matematik-
didaktiska teorier maste kombineras med generella
teorier, sarskilt fran psykologi, pedagogik och socio-
logi, inte bara i larares dagliga arbete utan ocksa i
den utbildningsvetenskapliga forskningen. Det ligger
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enligt var mening ett stort varde i att larare arbetar till- i att vardera, integrera och tillampa ett bricolage av
sammans med forskare och da inte enbart med ens-  olika teorier och metoder i relation till de behov som
taka forbestamda teorier, utan ocksa engagerar sig  finns i den egna verksamheten.

Bilaga 1: Identiska fortest och eftertest

1. Satt ut talen 78 och 82 pa tallinjen.

0 50 100
2. 82-718=

3. Sétt ut talen 298 och 304 pa tallinjen.

250 300 350

4. 304-298=
5. 50-47=_
6. 500-497=
7. 502-497=
8. 703-696=_
9. 804-798=
10. 69-43=_
11. 435-121=
12. 106-99=_
13.35-17=____
14. 597 -402=
15. 603-598=_
16. 63-59=__

17. 48— 14 =

Y




PAID

EIA

nr. 06 | 2013

Bilaga 2: Resultat fran fortest och eftertest

Fortest 1 Eftertest 1 Eftertest 2 Eftertest 3
Al 16 17 16
A2 - 11 14
A3 3 5 - 12
A4 12 14 14
A5 5 10 11 13
A6 8 14 15
A7 6 5 6 17
A8 7 14 11
A9 3 8 6 14
Al0 13 13 15
All 8 16 16
Al2 5 10 2 16
Al3 3 - 6 4
Al4 5 16 17
Al5 14 15 13
Al6 14 17 16
Al7 14 16 16
Bl 6 15 13
B2 14 17 15
B3 5 8 2 13
B4 12 13 11
B5 6 6 4 14
B6 - - -
B7 14 17 14
B8 2 0 11 13
B9 15 17 16
B10 16 14 16
Bl11 16 15 15
BI12 12 15 - 17
B13 7 6 8 16
Bl14 - - 6 7
B15 6 15
B16 16 15 15
B17 5 6 16

42




PAIDEIA
nr. 06 | 2013

Litteratur
« Baddeley, A. (2007): Working memory, thought, and action. Oxford University Press.

« Booth, J.L. & Siegler, R.S. (2006): "Developmental and individual differences in pure numerical
estimation”. | Developmental Psychology, 42, s. 189-201.

«  Bosch, M., Chevallard, Y. & Gascon, J. (2005): "Science or magic? The use of models and theories in
didactics of mathematics”. | Bosch, M. (red.): Proceedings of the 4th Conference of European Research
in Mathematics Education. CERME.

*  Brousseau, G. (1997): Theory of Didactical Situations in Mathematics. Kluwer Academic Publishers.

«  Carlgren, I. (2012): "Vilken forskning behdéver skolan? — Forskning om eller i skolan?” | Skola och
samhélle. http://www.skolaochsamhalle.se/flode/skola/ingrid-carlgren-vilken-forskning-behover-skolan-
forskning-om-eller-i-skolan/

«  Clarke, D. & Hollingsworth, H. (2002): "Elaborating a model of teacher professional growth”. | Teaching
and Teacher Education, 18, s. 947-967.

. Cobb, P.; Confrey, J.; diSessa, A.; Lehrer, R. & Schauble, L. (2003): "Design experiments in educational
research”. | Educational Researcher, 32(1), s. 9—-13.

«  Cobb, P. (2007): "Putting philosophy to work: Coping with multiple perspectives”. | Lester, F.K. (red.):
Second International Handbook of Research on Mathematical Teaching and Learning, Vol. 1. Information
Age.

« Davis, B. (2010): "Concept studies: Designing settings for teachers’ disciplinary knowledge”. | Pinto,
M.M.F. & Kawasaki, T.F. (red.): Proceedings of the 34th Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education, 1, s. 63—78. IGPME.

«  Duval, R. (2006): "A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of mathematics”. |
Educational Studies in Mathematics, 61, s. 103-131.

*  Gellert, U. (2010): "Modalities of a local integration of theories in mathematics education”. | Sriraman, B.
& English, L. (red.): Theories of mathematics education: Seeking new frontiers. Springer.

«  Kincheloe, J. (2001): "Describing the bricolage: Conceptualizing a new rigor in qualitative research”. |
Qualitative Inquiry, 7(6), s. 679-692.

* Klein, A.S.; Beishuizen, M. & Treffers, A. (1998): "The empty number line in Dutch second grades:
Realistic versus gradual program design”. | Journal for Research in Mathematics Education, 29(4),
s. 443-464.

e Larsson, K. (2011): Varfér ska man "gdra olika”?: En litteraturstudie om beréknings-strategier for
subtraktion. Department of Education in Mathematics and Science, Stockholm University. Master thesis.

¢ Marton, F. & Booth, S. (2000): Om ldrande. Studentlitteratur.
¢ Mclntosh, A. (2008): Férsta och anvénda tal — en handbok. Nationellt Centrum for Matematikutbildning.

¢ Ogden, C.K. & Richards, |.A. (1923): The meaning of meaning (férsta upplagan 1923, tionde upplagan
1956). Routledge & Kegan.

. Penuel, W.R.; Roschelle, J. & Shechtman, N. (2007): "Designing formative assessment software with
teachers: An analysis of the co-design process”. | Research and Practice in Technology Enhanced
Learning, 2(1), s. 51-74.

¢ Runesson, U. (2010): "Larares kunskapsarbete — exemplet learning study”. | Vetenskapsradets
rapportserie, 15, s.7-17.

«  Schunk, D. (2005): "Self-regulated learning: The educational legacy of Paul R. Pintrich”. | Educational
Psychologist, 40, s. 85-94.

«  Skolverket (2011a): Matematiksatsningen 2011. http://www.skolverket.se/skolutveckling/larande/
matematik/matematiksatsningen/matematiksatsningen-2011

43




PAIDEIA
nr. 06 | 2013

«  Skolverket (2011b): Laroplan fér grundskolan, férskoleklassen och fritidshemmet 2011.

«  Sollervall, H. (2009): "Further education for in-service teachers with focus on special needs in
mathematics”. | Gudjonsdéttir, H.; Kristinsdattir, J.V. & Oskarsdéttir, E. (red.): Proceedings of the 5th
Nordic Conference on Special Needs Education in Mathematics. NORSMA.

«  Sollervall, H. (2011): "Modeling external representations as mediators of meaning in the mathematics
classroom”. | Pytlak, M.; Rowland, T. & Swoboda, E. (red.): Proceedings of the 7th Conference of
European Research in Mathematics Education. CERME

«  Stigler, J. & Hiebert, J. (1999): The teaching gap. Best ideas from the world’s teachers for improving
education in the classroom. The Free Press.

*  Timperley, H. (2008). "Teacher professional learning and development”. | The International Academy
of Education: The Educational practices series, 18, s. 32. Http://www.orientation94.org/uploaded/
MakalatPdf/Manchurat/EdPractices_18.pdf

*  Winslgw, C. (2003). "Semiotic and discursive variables in CAS-based didactical engineering”.
| Educational Studies in Mathematics, 52, s. 271-288.

44






