Tilgange til tidlig algebra

THOMAS KAAS

Undervisning af 6-12 arige i algebra og algebraisk teenkning har under betegnelsen
"tidlig algebra” gradvist etableret sig som forskningsomrade og undervisningspraksis
i et stigende antal lande. Pa basis af et hermeneutisk inspireret litteraturstudie karak-
teriserer denne artikel de indholdsmaessige tilgange til undervisning i tidlig algebra,
som forskningslitteratur i perioden 1995-2017 giver. Analysen har resulteret i et ram-
mevaerk for tilgange til tidlig algebraundervisning, som praesenteres og diskuteres.
Artiklen konkluderer bl.a., at undervisning i tidlig algebra typisk tager afsaet i elevers
arbejde med tal, kvantiteter og/eller funktionelle sammenhange, og at elevers alge-
braiske teenkning seges udviklet gennem aktiviteter, der enten har opdagelser af
generelle egenskaber og egenskaber eller reesonnementer vedrgrende ukendyte tal-
storrelser som fokus. Forskelle mellem de forskellige tilgange vedrgrer desuden den
rolle, som repraesentationer og kontekster har i undervisningen.

I de fleste landes leereplaner har undervisning i algebra traditionelt veeret
forbeholdt skolens &ldste klassetrin, og der har veret en tydelig adskil-
lelse mellem algebra og andre matematiske fagomrader (Cai & Knuth,
2011). Det gelder i seerdeleshed USA, hvor eleverne typisk forst har madt
algebra pa seerlige kurser i high school (Kaput, 2008), men det gaelder i
lidt mindre grad for eksempel ogsd i Danmark, hvor skiftende leereplaner
frem til 2014 forst har omtalt algebra pa 4.—6. klassetrin, og hvor det ikke
har vaeret tydeligt, hvordan dette fagomrade kan flette sammen med
andre matematiske fagomrader (UVM, 2001, 2003, 2009).

I USA tog en ide om at lade algebra indgé i undervisningen fra 1. til
12. klassetrin og om at flette fagomradet sammen med andre fagom-
rader for alvor fart i 1990’erne efter anbefalinger fra bl.a. The National
Council of Teachers (NCTM, 1989) og fra en arbejdsgruppe nedsat af the
U.S. Department of Education (Schoenfeld, 1995). Ifglge denne arbejds-
gruppe har en traditionel "regnetilgang” til skolematematik efterfulgt
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af en isoleret og overfladisk tilgang til algebra fort til fiasko for mange
elever og dermed udelukket dem fra dele af jobmarkedet. Gruppen
argumenterede for, at en tidligere, dybere og mindre isoleret tilgang til
algebraundervisning potentielt ville kunne bryde eller reducere algebras
rolle som gatekeeper i uddannelsessystemet. En anden begrundelse for at
bryde med en sen og isoleret tilgang til algebraundervisning er fremfort
af Mason (2008). Ifalge Mason har bern, allerede nar de begynder i skolen,
potentialet til at teenke algebraisk. Dette potentiale mé udnyttes, fordi
algebraisk teenkning er essentielt for borgere i et demokratisk samfund.

Siden er den mere langsigtede undervisning i algebra blevet en inte-
greret del af forskellige instansers anbefalinger til matematikundervis-
ningogaf curriculummaterialer i USA (for eksempel NCTM, 2000; NGA
& CCSSO, 2010) og til dels i Danmark (UVM, 2014). I samme periode er
matematikundervisningi og leering af algebra og algebraisk teenkning pa
de yngste klassetrin gradvist vokset frem som forskningsomrade i flere
dele af verden under betegnelsen "tidlig algebra”.

Hvad er tidlig algebra?

I 2017 konkluderede Stephens, Ellis, Blanton og Brizuela (2017) pa bag-
grund af et review, at empirisk forskning giver solide argumenter for, at
6-12 érige bern kan og ber udvikle algebraisk teenkning samtidig med,
at de udvikler aritmetisk teenkning. Forfatterne konstaterede desuden,
at der ser ud til at vere flere frugtbare tilgange til algebra pa de yngste
klassetrin, men at der, iseer pa de yngste klassetrin, ikke er enighed om,
hvad der konstituerer undervisningen i algebra.

Der er for eksempel forskellige syn pé den rolle, algebraisk notation
ber spille i undervisningen pé de yngste klassetrin. Radford (2011) argu-
menterer for, at algebraundervisningen pé de yngste klassetrin ikke ber
fokusere pd brug af konventionel notation, men i hgjere grad pé reesonne-
menter med ukendte kvantiteter. Fujii og Stephens (2008) argumenterer
for, at talseetninger (number sentences) og teenkning med kvasi-variable
ber indgd i undervisningen som en bro fra aritmetiske beregninger til
ideen med variable. Brizuela et al. (2015) argumenterer for, at bgrn ber
blive introduceret for notation med variable fra begyndelsen af deres
skolegang.

P4 tilsvarende vis findes der forskellige opfattelser af, hvilken rolle
ekstra-matematiske situationer ber spille i tidlig algebraundervisning.
Nogle forskere argumenterer for, at algebraisk forstéelse vokser ud af
elevers forsgg pa at reprasentere ekstra-matematiske situationer (for
eksempel Kirshner, 2001), mens algebras rolle som reference til sddanne

situationer ikke ser ud til at spille en rolle hos andre (for eksempel Hewitt,
2012, 2014).
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Diskussioner som disse giver anledning til at rejse spergsmaélet om, hvad
der egentlig karakteriserer tidlig algebraundervisning? Ifglge Carraher,
Schliemann og Schwartz (2008) er tidlig algebra noget andet end algebra
tidligt. Tidlig algebra er med andre ord ikke en traditionel tilgang til
algebra, som bare er flyttet til de yngste klassetrin. Men hvad er det s&?
Stephen et al. (2017) beskriver tidlig algebra som en mulighed for, at
de yngste elever kan engagere sig i alderspassende former for algebraisk
teenkning, som i mange tilfzelde kan bygge pé berns hverdagserfaringer.
Men hvad er alderspassende former for algebraisk teenkning, og hvordan
kan de komme til at bygge pa berns hverdagserfaringer?

Forskningssporgsmal og hensigt

Denne artikel adresserer spgrgsmalet om, hvad der karakteriserer det
undervisningsmaessige indhold i tidlig algebra ved at preesentere et
litteraturstudie, der bygger pa felgende forskningsspergsmal:

1 Hvilke indholdsmaessige tilgange til tidlig algebraundervisning
foreslas i forskningslitteraturen, og hvordan kan disse tilgange
kategoriseres?

2 Hvilken rolle spiller kontekster og matematisk syntaks i tidlig
algebraundervisning?

Hensigten med artiklen er at give et overblik over forskningsbegrun-
dede tilgange til tidlig algebraundervisning, herunder den rolle som kon-
tekster og matematisk syntaks spiller i undervisningen. Et sddant over-
blik udger en karakteristik af tidlig algebra, der potentielt kan bruges
af undervisere og forskere som grundlag for analyse af tidlig algebraun-
dervisning og til diskussioner af, hvilke muligheder og begransninger,
forskellige tilgange til tidlig algebraundervisning kan give.

Eksisterende karakteristikker af (tidlig) algebra

Der findes allerede flere bud pé karakteristikker af, hvad undervisning
i algebra kan omfatte pa de yngste klassetrin. I dette afsnit praesenterer
jeg kortfattet tre af sédanne bud, hvorefter jeg begrunder, at der er behov
for alternative karakteristikker.

Traditionelt har algebra veeret karakteriseret som en samling af arte-
fakter (Kaput, 2008). Samlingen omfatter bl.a. ligninger, funktioner
og algebraiske strukturer, der har det til feelles, at de kan repraesenteres
med bogstaver som pladsholdere for de objekter, de vedrarer. I skole-
sammenhange kan denne beskrivelse af algebra som "stof” genkendes
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fra lereplaner, der lister de indholdsmeessige omrader, som elever pa
bestemte klassetrin skal mede i undervisningen.

I forbindelse med tidlig algebra har flere forskere imidlertid givet bud
pakarakteristikker, som i hgjere grad bygger pé beskrivelser af teenkning,
der kan opfattes som algebraisk (algebraic thinking eller algebraic reason-
ing) (Kaput, 2008; Carraher & Schliemann, 2007; Stephen et al., 2017).
Et eksempel pé en sddan karakteristik er givet af Kieran (2004, s. 149).

Algebraic thinking in the early grades involves the development
of ways of thinking within activities for which the letter-symbolic
algebra could be used as a tool, or alternatively within activities that
could be engaged in without using the letter-symbolic algebra at
all, for example, analyzing relationships among quantities, notic-
ing structure, studying change, generalizing, problem solving,
modeling, justifying, proving, and predicting.

Kieran (2004) overtaler ogsé forskellige faglige emner, som har veeret
fokus for forskningen i tidlig algebra. Det drejer sig om relationer mellem
kvantiteter, egenskaber ved tal og regneoperationer og studiet af forand-
ringer i funktionelle situationer. Hun bygger saledes sin karakteristik pd
béde beskrivelser af bestemte former for teenkning og af bestemte former
for matematisk stof.

Kaput (2008) har ogsa givet en beskrivelse af algebra, der bygger pé en
sammentzenkning af stof og algebraisk teenkning. Til forskel for Kierans
er Kaputs beskrivelse dog ikke alene rettet mod tidlig algebra, men mod
algebra pa tveers af alderstrin. Ifglge Kaput (2008. s.11) har algebraisk
teenkning to kerneaspekter:

A. Algebra as systematically symbolizing generalizations of

regularities and constraints.

B. Algebra as syntactically guided reasoning and actions on
generalizations expressed in conventional symbol systems.

Der til kommer det indholdsmeessige stof, hvori den algebraiske teenkning
kommer til udtryk.

1. Algebra as the study of structures and systems abstracted from
computations and relations, including those arising in arithmetic
(algebraas generalized arithmetic) and in quantitative reasoning.

2. Algebra as the study of functions, relations, and joint variation.

3. Algebraasthe application of a cluster of modeling languages both
inside and outside of mathematics.
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Inspireret af Kaput introducerede Stephens et al. (2017) et rammeveerk i
deresreview over forskning inden for leering og undervisning i grundsko-
lens algebra. De karakteriserede algebraisk teenkning som bestdende af
fire kerneaspekter: At generalisere, repraesentere, begrunde og reesonnere
med matematiske strukturer og sammenhange. Disse aspekter kommer
til udtryk inden for tre stofomréader: Generaliseret aritmetik, funktionel
teenkning og kvantitativ teenkning.

Er de eksisterende karakteristikker daekkende og anvendelige?

Efter min opfattelse beskriver alle de tre karakteristikker centrale aspek-
ter af det, der ber veere i fokus i tidlig algebraundervisning. Alle tre
karakteristikker er imidlertid baseret pa forfatternes fagopfattelser, og
udtrykker derfor ikke nedvendigvis, hvilke aspekter matematikdidak-
tisk forskning har rettet sig mod inden for de senere &r. Alle tre karak-
teristikker kan desuden kritiseres for hver iser at veere overlappende, for
eksempel kan man forestille sig, at Kaputs punkt 2 og 3 meget vel kan
lappe over hinanden, hvis elever arbejder med modellering, der omfatter
funktioner. Endvidere kan man diskutere, om de eksisterende karakteris-
tikker giver den form for overblik over fagomradet, som undervisere og
forskere har brug for, for eksempel i forbindelse med analyse af under-
visningssituationer eller curriculummaterialer knyttet til tidlig algebra.

I studiet, som jeg rapporterer i denne tekst, giver jeg en karakteris-
tik af tidlig algebra, som er baseret pé de seneste ca. 20 ars forskning i
omradet. Ambitionen er at bidrage med et overblik og et analyseredskab,
som er i trdd med nyere forskning, konsistent, deekkende, overskuelig og
anvendelig.

Metode

Litteraturstudiet er, inspirereret af Boell og Cecez-Kecmanovic (2010,
2014, 2015), baseret pé en hermeneutisk tilgang til reviews. I modset-
ning til et sdkaldt systematisk review (Gough, Oliver & Thomas, 2017; Pors
& Johannsen, 2013) er et hermeneutisk inspireret review ikke en lineaer
proces, der ngdvendigvis indledes med systematiske databasesegninger.
Reviewprocessen betragtes som en forstdelsesproces, der udvikler sig
gennem en vekslen mellem dele og helheder, dvs. som en vekslen mellem
identifikation af relevante tekster og udviklingen af overblik over disse
tekster gennem analyser. Forstdelsen af litteraturen udvikler sig sdledes
gradvist i en vekslen mellem det Boell og Cecez-Kecmaninov (2014)
kalder Search and acquisition cirklen og Analysis and interpretation cirklen.
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Figur 1. Et hermeneutisk rammevcerk for litteraturreview processer

Note. Genoptrykt fra "A hermeneutic approach for conducting literature reviews and
literature searches” af Boell & Cecez-Kecmanovic (2014, s. 264).

Studiet bygger pa tre "runder” i de hermeneutiske cirkler fra Boells og
Cecez-Kecmanovics model. I det folgende beskrives sggninger og valg i
hver af de tre runder.

Forste runde

Hensigten med sggningerne i forste runde var at skabe et indledende
overblik, der kunne kvalificere de efterfolgende sggninger ved at intro-
ducere terminologi, forskningstilgange og navne pé centrale forskere
inden for tidlig algebra. Et sddant overblik fremkommer, ifalge Boells og
Cecez-Kecmanovics (2010, 2014) primeert igennem sekundeer litteratur.
Litteratursegningen i 1. runde fokuserede derfor pa bogudgivelser frem
for tidsskriftsartikler og konferencebidrag.

Forst blev relevante hdndbeger identificeret med segestrengen "hand-
book AND mathematics education”idatabasen AULIBRARY, ogdernaest
blev andre relevante bogudgivelser identificeret i samme database med
sogestrengen “early algebra” OR “prealgebra” OR "pre-algebra”. Ingen af
de to sggninger havde tidsbegreensninger eller begraensninger pa sprog.

Den forste sogning gav 52 poster med hindbeger, hvoraf 12 titler
blev udvalgt, fordi de retter sig mod matematikundervisning og leering
i grundskolens normalundervisning. Den anden sggning gav 29 poster
med bgger, hvoraf de 14 var gengangere.
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Hensigten med den efterfglgende sortering og udvalgelse af bogkapitler
var at identificere de mest relevante tekster i sggningen. Kapitlerne blev
sorteret efter det kriterium, at de retter sig mod primary education (6-11
arige). P4 den méade blev de i alt 67 poster reduceret til 42 poster. 38 af de
i alt 42 tekster var fra fgr 2012. Google Scholar bley, jf. Boells og Cecez-
Kecmanovics anbefalinger (2014), anvendst til at sortere disse 38 tekster
efter det antal gange, de var blevet citeret (september, 2017). 12 af dem
var blevet citeret mindst 50 gange. Disse 12 kapitler blev laest sammen
med de 4 kapitler, der er udgivet efter 2012.

Leesningen af de i alt 16 kapitler blev foretaget i rekkefalge efter deres
udgivelsesar for at give mulighed for at spore eventuelle udviklinger
inden for fagomréadet. Undervejs i laeesningen blev relevante sggeord,
navne pa forskere, konferencer og pointer noteret. Disse noter dannede
grundlag for folgende beslutninger om den fortsatte proces: perioden for
litteraturstudiet blev afgreenset til 1995-2017.

Denne periode blev valgt, fordi flere af teksterne i 1. runde omtalte
et skift for forskningen i grundskolens algebradidaktik, som fandt sted
gradvist igennem 1990’erne. Frem til dette tidspunkt fokuserede forsk-
ningen primeert pé elevers fejl og misopfattelser inden for algebra, men
i de senere ar har forskningen primart fokuseret pa de algebraiske for-
stdelser, som de yngste elever er i stand til at udvikle gennem undervis-
ning (Carraher & Schliemann, 2007; Kaput, 2008; Kieran, 2006; Kieran,
Pang, Schifter & Ng, 2016; Stephens et al., 2017)

Ifolge teksterne blev dette skift iser initieret af en reekke arbejdsgrup-
per, herunder the U.S. Department of education algebra initiative collo-
quium, som i 1995 udgav en rapport, der anbefalede en satsning pa tidlig
algebra (Schoenfeld, 1995). Denne rapport fremhaeves i flere reviews som
en af de faktorer, der dannede afsat for forskningen i omradet (Carra-
her & Schliemann, 2007; Kieran et al., 2016; Stephens et al., 2017). Et nyt
relevant sggeord blev tilfgjet til de segeord, der blev anvendt i 1. runde:
(early) algebraization.

Anden runde

Hensigten med sggningerne i anden runde var at identificere relevant
forskningslitteratur fra tidsskrifter, bager og konferencer. Til det formal
blev databasen ERIC valgt, fordi denne database giver adgang til store
mengder af uddannelsesrelateret litteratur, og MathEduc blev valgt,
fordi det er en international database inden for matematikdidaktik.
IERICblev falgende sagestreng anvendt: ab(algebra®) OR "pre-algebra”
OR "prealgebra” OR "early algebra” OR "algebraic thinking” OR "alge-
braic reasoning”. Med denne sggestreng inkluderes tekster, hvor ordet

Nordic Studies in Mathematics Education, 24 (3-4), 15-41. 21



THOMAS KAAS

"algebra” eller forleengelser af “algebra”, for eksempel “algebraization”,
findes i tekstens abstracts. Desuden inkluderes tekster, hvor ordene "pre-
algebra”, "prealgebra”, "early algebra”, "algebraic thinking” eller "algebraic
reasoning” findes et vilkarligt sted i teksten. Sggningen blev afgraenset
til tekster, der er "peer reviewed”, til sprogene engelsk, dansk, svensk og
norsk, og til uddannelsestrinnene "early childhood education”, "elemen-
tary education”, grade 1, 2 ,3 ,4,5 ,6, "intermediate grades” og "primary
education”. Segningen gav i alt 353 tekster.

I MathEduc blev koderne H11, H12 og H13 valgt for at sgge inden for
kategorien "Algebra” (H) og underkategorien "comprehensive works on
algebra and the teaching of algebra”. De sidste tal i hver kode betegner
aldersklasserne "preschool” (1), "1st. to 4th year of school” (2) og "5th to
10th year of school” (3). Denne sggning gav i alt 92 nye tekster.

Rundens databasesggning gav i alt 445 tekster, som blev redu-
ceret til 162 pd baggrund af leesning abstracts og til 51 pd baggrund af
fuldtekstleesning ud fra folgende inklusionskriterier:

- Publiceret under review

— Publiceret i perioden 1995-2017

- Fokus pa elever i aldersgruppen 6-12 ar

- Fokus pd undervisnings i og/eller leering af algebra

- Forskningsprojekter og forskningsbaserede diskussioner af tidlig
algebra

For at bevare overblikket over den voksende mangde af tekster udfyldte
jeg til hver tekst, dvs. til de 16 tekster fra fgrste runde og de 51 tekster fra
anden runde, et skema med noter i folgende kategorier (figur 2).

Reference

Type forskning

Resume

Hvorfor tidlig algebra?

Hvad forstas som indholdet i tidlig algebra?

Hvordan forstds undervisning i tidlig algebra?

Figur 2. Skema til noter fra inkluderede tekster
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Tredje runde

Hensigten med sggningerne i tredje runde var at identificere evt. nye
perspektiver pé tilgange til tidlig algebraundervisning og tilfejelser
til perspektiver, som blev identificeret i anden runde. Til dette formal
blev anvendt referencelistesggninger. Segningerne havde i denne runde
karakter af snowballing, dvs. en proces, hvor bunken af relevante tekster
vokser gradvist, efterhdnden som (nogle af) de udvalgte tekster "peger”
pa nye tekster, der kan vaere relevante (Boell & Cecez-Kecmanovic, 2014;
Greenhalgh etal., 2005). Sogningerne farte til tilfgjelsen af 14 nye tekster.
Til hver af disse 14 tekster udfyldte jeg skemaet fra figur 2 med noter.

Owerblik over teksterne i studiet

De tre runder gav henholdsvis 16, 51 og 14, i alt 81, publikationer, som
geografisk fordeler sig pa folgende méade: (ca. 71 %) er fra Nordamerika,
heraf ca. 68 % fra USA. Ca. 10% er fra Australien, ca. 6% fra Asien, og
ca. 9% er fra Europa. Ingen af de inkluderede tekster er fra Sydamerika
eller Afrika, og de nordiske lande er ikke repraesenteret.

38 af teksterne rapporterer kvalitative studier, der bygger pa forsags-
undervisning, observationer og/eller interviews. 13 af teksterne rappor-
terer kvantitative studier, hvor effekten af en variabel (typisk en bestemt
type undervisningsindsats) afprgves blandt en reprasentativ gruppe
elever ved hjelp af for- og eftertest og sammenlignes med en kontrol-
gruppe. 7 af teksterne kombinerer kvalitative og kvantitative tilgange,
og 23 af teksterne er studier, der bygger pa andre tekster med henblik pa
at rammesatte eller skabe overblik over forskningsomradet, eller med
henblik pd at udvikle eller diskutere teoretiske positioner.

68 af teksterne giver konkrete forslag til indholdsmeessige tilgange til
tidlig algebraundervisning. De gvrige 13 tekster giver udelukkende mere
overordnede perspektiver pa tidlig algebra.

Analyse

Analysen af baserede sig pa de 68 tekster, der giver konkrete indholds-
maessige forslag til tidlig algebraundervisning, og foregik i to spor. Det ene
spor rettede sig mod de indholdsmeessige tilgange til tidlig algebra (forsk-
ningsspergsmal 1), og det andet spor rettede sig mod den rolle kontekster
og matematisk syntaks spiller i tidlig algebra (forskningsspergsmal 2).

I det ene spor var analysen inspireret af grounded theory (Strauss &
Corbin, 1990) og foregik i tre faser. Farste fase bestod i udarbejdelsen af
noter til hver tekst (jf. skemaet i figur 2). Disse noter fokuserede bl.a. pd
en karakteristik af de forslag til indholdsmaessig tilgang til tidlig algebra,
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som kom til udtryk i teksterne. Jeg beskrev bl.a. teksternes forslag til
fagligt stof og forslag til typer af aktiviteter. Anden fase bestod i at sortere
de indholdsmessige tilgange efter typer af stof og aktiviteter. Til hver
tekst knyttede jeg forelabige koder, som reflekterede de typer stof og
aktiviteter, der blev beskrevet. Den tredje fase bestod i flere gennemgange
af noterne og af kodning af de indholdsmassige tilgange i hver tekst. I
denne fase justerede jeg koderne, indtil der pd en meningsfuld made
kunne knyttes en kode til bade stoftype og til aktivitetstype i hver af de
indholdsmessige tilgange, der blev foreslaet i teksterne.

I det andet spor var analysen inspireret af Carraher og Schliemann
(2007) og byggede pa modellen i figur 3.

Ekstra-matematisk

2. kvadrant 1. kvadrant

Semantisk drevet » | Syntaktisk drevet
Kontrol

3. kvadrant 4. kvadrant

s“"‘“

Intra-matematisk

Figur 3. To dimensioner som ligger bag tilgange til tidlig algebra

Note. Tilpasset fra "Early Algebra and algebraic reasoning” af Carraher & Schliemann
(2007, 5.677).

Figur 3 viser to dimensioner, der ligger bag tilgange til algebraundervis-
ning. Den ene dimension (den vandrette akse) referer til, hvordan folge-
slutninger bliver begrundet i undervisningen. I det ene ekstrem baserer
folgeslutninger sig udelukkende pa semantisk drevne argumenter, mens
folgeslutninger i den andet ekstrem udelukkende baserer sig pa syntak-
tisk drevne argumenter. Den anden dimension refererer til den situation
eller det feenomen, som eleverne skal drage felgeslutninger om. I det ene
ekstrem horer situationen eller feenomenet udelukkende til omverdenen.
I det andet ekstrem hgrer situationen eller feenomenet udelukkende til
i en intern matematikverden. Teoretisk set kan disse to yderpositioner
betragtes som komplementaere, men i praksis er der, ifelge Carraher og
Schliemann, ofte en hgj grad af association mellem omverdenen og den
interne matematikverden. Det er baggrunden for, at de to forfattere
ikke har illustreret de to dimensioner med linjer, der skaerer hinanden
vinkelret (Carraher & Schliemann, 2007).
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Hver af de 68 tekster blev knyttet til den eller de kvadranter fra figur
3, der bedst reflekterer den eller de forsldede tilgange til tidlig algebra.

Resultater

I dette afsnit beskriver jeg studiets fund i relation til hvert af de to
forskningsspergsmal.

Indholdsmeessige tilgange til tidlig algebra

De indholdsmessige tilgange til tidlig algebra, som er foresldet i
de identificerede tekster, kan kategoriseres i en matrix (tabel 1).
Matrixen kombinerer to former for matematiske aktiviteter med tre
forskellige stofomrader. Hver af de mulige kombinationer mellem
aktiviteter og stof udger en tilgang til tidlig algebraundervisning.

Tabel 1. Tilgange til tidlig algebra

Aktiviteter Stof
Aritmetik og  Aritmetik og Funktionelle
tal som tilgang kvantiteter som sammenhange

tilgang som tilgang

At generalisere  opdage

sammenhange reprasentere (1a) (1B) €S

og egenskaber  begrunde

At raesonnere oversatte

med ukendte  beregne (24) (2B) (2€)

storrelser tolke

Stofomraderne i tidlig algebra

Stofomradet "Aritmetik og tal som tilgang” (kolonne A) vedrerer elevers
arbejde med tal og regneoperationer. Kategorien omfatter egenskaber
ved rationale tal, regneoperationer med rationale tal samt opstilling og
lgsning af ligninger.

I litteraturen er der generelt konsensus om, at en tilgang til tidlig
algebra kan vere at flytte undervisningens fokus fra beregninger med
konkrete tal til beregninger med en meengde af tal og dermed under-
stotte elevers udvikling af algebraisk teenkning. Det kan for eksempel
handle om at flytte fokus fra de konkrete additionsstykker til addition
af lige tal. Findes der en regel, som gelder for addition af lige tal? Kan I
beskrive denne regel? Kan I begrunde den?

Stofomrédet "Aritmetik og kvantiteter som tilgang” vedrerer elevers
arbejde med kvantiteter, dvs. egenskaber ved et fenomen, legeme eller
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stof, hvor egenskaben har en storrelse, som kan udtrykkes med et tal og
en reference (Stephens et al., 2017). Eksempler pa kvantiteter kan derfor
vaere: 15 cm, 20 kg, 14 kr., 60 km/t, 24 elever, 15 cm’. Kvantiteter kan
opfattes som mentale konstruktioner, der er sammensat af en persons
forestilling om et objekt, en kvalitet ved objektet, en passende enhed og
en proces med at knytte en numerisk veerdi til kvaliteten (typisk ved at
teelle eller male), jf. Smith & Thompson (2007). Det med andre ord "den
samlede kvantitet” ogikke kun det tal, som er forbundet med kvantiteten,
der er pé spil. Det er denne forstéelse af kvantiteter, der horer til katego-
rien "Aritmetik og kvantiteter”. For elever i 1. klasse kan det for eksem-
pel betyde, at de sammenligner egenskaber ved fysiske objekter (leengde,
areal, volumen, masse) og beskriver disse sammenligninger med udsagn
som A<Y, hvor A og Y udtrykker uspecificerede kvantiteter (ikke selve
objekterne). Eleverne kan derefter undersoge, hvordan de kan f& A og Y
til at blive lige store — de enten kan leegge noget til A eller treekke noget
fra'Y. Uanset hvad de valger at gore, er det den samme meengde, de skal
leegge til eller traekke fra, og handlingen kan udtrykkes som A+Q=Y
eller Y-Q=A, hvis Q betegner differensen mellem de to kvantiteter.

Kategorien "Funktionelle sammenhange som tilgang” vedrerer elevers
arbejde med tal eller kvantiteter, der varierer sammen pé en méde, som
udger en funktion. Det kan for eksempel handle om sammenhangen
mellem figurnummer og antal trekanter i en figurfolge.

Aktivitetstyper i tidlig algebra

Den ene form for aktivitet (reekke 1) vedrarer overordnet generalisering.
Den tager udgangspunkt i problemstillinger, hvor det er elevernes opgave
at opdage en relation eller regelmassighed, der geelder generelt, dvs. for
et domane der reekker ud over konkrete eksempler (Carraher, Martinez
& Schliemann, 2008). Denne form for algebraisk aktivitet involverer
elevernes opdagelser af, repraesentationer af og/eller begrundelser for
generelle matematiske relationer og egenskaber.

Aktivitetstypen kan for eksempel vere knyttet til elevers arbejde
inden for kategorien "Aritmetik og tal som tilgang” ved, at eleverne
undersgger summer af ulige tal med henblik pa at opdage, at denne sum
er et lige tal. Efterfolgende kan eleverne repraesentere deres opdagelse, for
eksempel med naturligt sprog ("ulige plus ulige giver lige”), med konkrete
materialer eller med algebraisk symbolsprog ((2n+ 1)+ (2n+1)=2(2n+1)).
Opdagelserne kan danne udgangspunkt for, at eleverne begrunder den
opdagelse, de har gjort, for eksempel med stotte i en illustration som pé
figur 4 (Stephens et al., 2015).

Aktivitetstypen kan ogsé vere knyttet til elevers arbejde inden for
kategorien "Aritmetik og kvantiteter som tilgang”, for eksempel ved at
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N
\/
m—————

Figur 4. Enillustrationsbaseret begrundelse for, at summen af to ulige tal er et lige tal
Note. Tilpasset fra "Just Say Yes to Early Algebra!” af Stephens, et al. (2015, s. 98).

eleverne sammenligner massen af tre forskellige beholdere med henblik
pa at opdage egenskaber ved relationerne mellem de tre masser. Eleverne
kan opdage, at hvis beholder A vejer mindre end beholder B, og beholder
B vejer mindre end beholder C, s medfarer det, at beholder A ogsa vejer
mindre end beholder C. Eleverne kan pd samme made som i forbindelse
med aritmetik og tal repraesentere og begrunde deres opdagelse.

Endelig kan aktivitetstypen vaere knyttet til elevers arbejde inden
for kategorien "Funktionelle sammenhange”, for eksempel ved at
elever undersgger ssmmenhzangen mellem et antal borde, der sattes i
forleengelse af hinanden, og det antal personer, som kan sidde ved
dem med henblik pd at opdage en sammenhaeng, der gelder pa tvaers
af en maengde af tal. Igen kan eleverne repraesentere og begrunde den
opdagelse, de har gjort.

Den anden form for algebraisk aktivitet (reekke 2 pé tabel 1) vedrerer
overordnet resonnementer med ukendte storrelser. Denne type aktivitet
tager, i modsatning til den forste type, udgangspunkti problemstillinger,
hvor der pa forhand er beskrevet en relation eller regelmeessighed mellem
de tal eller kvantiteter, der indgér. I beskrivelsen indgér der en eller flere
ukendte talstorrelser, og relationen eller regelmaessigheden kan veere
reprasenteret pa forskellige méader, for eksempel med naturligt sprog
eller med symbolsprog. Denne form for algebraisk aktivitet involverer
oversettelse mellem forskellige typer af repraesentationer for ukendte
storrelse (for eksempel oversattelse fra naturligt sprog til symbolsprog i
forbindelse med en tekstopgave), beregninger med ukendte storrelser (for
eksempel ligningslasning) og/eller tolkning af resultaterne.

Hvis aktivitetstypen er forbundet med "Aritmetik og tal som tilgang”
kan den for eksempel handle om, at eleverne skal udfylde de mang-
lende tal i en serie med &bne talsetninger med henblik pé at forstd
lighedstegnet som et udtryk for aekvivalente storrelser (Molina, Castro
& Castro, 2009) (se figur 5).

Aktivitetstypen kan ogsé vere knyttet til elevers arbejde inden for
kate-gorien "Aritmetik og kvantiteter som tilgang” for eksempel ved, at
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8+4=0+5 O=25-12 14+0=13+4

13-7=0-6 O+4=5+7 12+7=7+0

Figur 5. Opgaveeksempel. At reesonnere med ukendte storrelser/aritmetik som tilgang

Note. Genoptrykt fra "Elementary Students’ Understanding of the Equal Sign in
Number Sentences”, af Molina, Castro & Castro (2009, s.352).

elever lgser opgaver som den folgende fra Ng og Lee (2009), der i tekst-
form beskriver en relation mellem nogle kvantiteter. Hensigten med
opgaven er, at eleverne oversetter beskrivelsen af relationerne til andre
matematiske repraesentationer (for eksempel til illustrationer eller til lig-
ninger), der statter deres lgsning af opgaven, og tolker den matematiske
lgsning i forhold til den oprindelige problemstilling,

Animal problem: A cow weighs 150 kg more than a dog. A goat weighs 130 kg
less than the cow. Altogether, the three animals weighs 410 kg.
What is the mass of the cow? (Ng & Lee, 2009, s.286)

Endelig kan aktiviteten veere knyttet til elevers arbejde inden for kate-
gorien "Funktionelle sammenhange”, for eksempel ved at eleverne
loser opgaver, der tager udgangspunkt i en beskrivelse af en funktionel
sammenhaeng. Det folgende eksempel er fra Carraher, Schliemann og
Schwartz (2008, s. 249).

Mike has $8in his hand and the rest of his money s in his wallet; Robin has exactly
3 times as much money as Mike has in his wallet. What can you say about the
amounts of money Mike and Robin have?

Hensigten er, at eleverne oversatter en tekstbeskrivelse af en funktionel
sammenhzng til ikoniske og symbolske reprasentationer, fx tabeller,
regneudtryk og udtryk med variable. De ikoniske og symbolske repraesen-
tationer bruges sammen med tekstbeskrivelsen til at statte elevernes
reesonnementer i situationer, hvori der indgar ukendte talstgrrelser.

I de publikationer, der indgar i studiet, findes der flest forslag til akti-
viteter, som kan knyttes til felt 1C og 2A. Der er feerrest forslag, som kan
knyttes til 1B (se bilag 1).

Kontekster og syntaks i tidlig algebraundervisning
Resultatet af kategoriseringen af de inkluderede tekster i figur 3 kan
beskrives i tre forskellige fund.

For det forste blev det fundet, at de tekster, der meningsfuldt kan kate-
goriseres i modellen fra figur 3, fordeler sigi alle fire kvadranter, dog med
flest aktiviteter der horer til 2. og 3. kvadrant (se bilag 2).
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For det andet blev det fundet, at langt de fleste forskere beskriver under-
visningsforlgb i tidlig algebra pd en made, der kan ses som "bevaegel-
ser” langs de to akser i diagrammer, og at forskellige publikationer af
den samme forsker kan plottes forskellige steder i diagrammet. Kun
fa forskere fokuserer ensidigt pé tidlig undervisning, der herer til i én
kvadrant. Generelt horer tidlig algebraundervisning til i hele diagram-
met, ofte i bevaegelser fra omverden mod "matematikverden” og fra
semantisk drevne argumenter mod syntaktisk drevne argumenter. For-
skellen mellem de forskellige forskeres syn pa tidlig algebraundervisning
kan snarere ses pa, hvor langt de anbefaler, at undervisningen "kgrer ud
af akserne”. Nogle forskere gor det for eksempel til et serligt fokuspunkt,
at eleverne kommer til at kunne bygge matematiske argumenter pé alge-
braisk symbolsprog, mens andre forskere i hgjere grad fokuserer p4, at
eleverne far mulighed for at udtrykke og arbejde med generaliseringer
gennem forskellige typer af repraesentationer, hvoraf egentlig algebraisk
notation er en mulighed blandt flere.

For det tredje blev det fundet, at de ekstra-matematiske kontekster,
som findes i de inkluderede tekster, oftest har karakter af det, Ole Skovs-
mose (2003) har kaldt "semi-virkelighed”. Eksempel: "Et tog kerer den
samme rute hver dag. Nér det karer samler det to togvogne op ved hvert
stop. Hvor mange togvogne har det efter ...” (Blanton et. al., 2015, s.557,
min oversaettelse). Jeg har ikke fundet eksempler pa den type kontek-
ster, som Ole Skovsmose kalder "reelle referencer”, dvs. kontekster, der
vedrgrer en reel omverden.

Diskussion
Samlet set tegner den karakteristik af tidlig algebraundervisning, der
er resultatet af dette studie, et billede af et bredt fagomrade. Det er et
fagomrade, som omfatter matematiske aktiviteter, der er centrale for
matematikfaget som helhed, og det er et fagomrade, der fletter sammen
med andre fagomrader. Tidlig algebra kan involvere undervisning i nota-
tion med variable, men gor det ikke nedvendigvis. Det er elevernes for-
skelligartede arbejde med ukendte tal og kvantiteter, der karakteriserer
fagomradet. Hvordan disse tal og kvantiteter kan og skal repraesenteres
i undervisningen, er fortsat til genstand for diskussion. Endelig er tidlig
algebra et fagomrade, hvor aktiviteterne kan veere rettet mod alsidige
kontekster. I hvilket omfang ekstra-matematiske kontekster kan og ber
spille en rolle i tidlig algebra er ogsa fortsat til genstand for diskussion.
Efter min opfattelse gor modellerne fra figur 3 og tabel 1 det muligt
at kategorisere tilgange til tidlig algebra pa en made, som er
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1 itradd med forskning i perioden 1995-2017,
2 konsistent og

3 dakkende, overskuelig og anvendelig til analyse.

Matrixen fra tabel 1 udger en karakteristik af tidlig algebra, der omfat-
ter de samme centrale aspekter som tidligere karakteristikker (Kaput,
2008; Kieran, 2004; Stephens et al., 2017), men som adskiller sig ved at
skelne mellem aktiviteter, der sigter p4, at eleverne opdager, repraesen-
terer og begrunder generelle ssmmenhange og aktiviteter, hvor eleverne
arbejder med sammenhaenge, der pa forhdnd er repraesenteret. Disse
repreesentationer kan for eksempel bestd af tekster eller regneudtryk,
hvori der indgér mindst en ukendt starrelse. I den sidstnaevnte type akti-
viteter drejer det sig for eleverne typisk om at oversztte repraesenta-
tionerne til symboludtryk (for eksempel ved at udforme en tabel eller
ved at opstille et regneudtryk) og/eller fortage beregningerne, hvori der
indgér en ukendt storrelse. Endelig skal eleverne ofte tolke resultatet
af deres beregninger i forhold til den oprindelige situation. En typisk
opgave, der er knyttet til den sidstnaevnte type aktivitet, bestér sdledes i
at opstille og lgse en ligning ud fra en tekstopgave. Adskillelsen mellem
de to typer aktiviteter gor det tydeligt, at de centrale aspekter i tidlig
algebra pa den ene side er rettet mod generalisering og pd den anden side
er rettet mod at opstille symbolske udtryk, manipulere med dem og tolke
resultaterne af manipulationerne i forhold til en kontekst.

Karakteristikken bygger pa centrale dele af forskningslitteraturen i
perioden 1995-2017, men dog ikke pé al relevant forskning inden for
omradet. For eksempel kan afgreensningen til sprogene dansk, engelsk,
norsk og svensk vaere en arsag til, at den geografiske fordeling af de
inkluderede tekster har betydelig overvaegt pad amerikansk og europaeisk
forskning.

Det er ogsé vaesentligt at bemeerke, at selv om de tilgange til tidlig
algebra, som udtrykkes i tabel 1 er opstdet ud fra teksterne, s er de ikke
objektive. Det vil formentlig kunne lade sig gore at lave andre konsistente
modeller, som karakteriserer indholdsmaessige tilgange til tidlig algebra,
for eksempel behgver modellen ikke ngdvendigvis at omfatte bade
aktiviteter og stof — den kunne kategorisere teksterne ud fra stof alene.
Modellen er séledes ogsa udtryk for et syn pa, hvad der er centrale aspek-
ter af tidlig algebraundervisning, og den er forbundet med en bestemt
kultur og tid. I mine gjne er styrken ved den imidlertid netop, at den pé
en forholdsvis enkel pé giver et overblik over tilgange til tidlig algebra,
som samtidig peger pa fagomradets centrale aspekter.
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Figur 3 (Carraher & Schliemann, 2007) udtrykker andre veesentlige
aspekter af tidlig algebra som fagomrade, og de to modeller kan samlet
set bruges som rammevaerk for sammenligninger, analyser og design af
curriculummaterialer inden for tidlig algebra. I de nuveerende danske
leeseplaner for algebra pé 1.-3. klassetrin kan man for eksempel lese:

Igennem undervisningen skal eleverne have mulighed for at opdage
regneregler for og egenskaber ved de naturlige tal, herunder op-
dagelser, der knytter sig til den kommutative lov, neutralelemen-
terne 0 og 1 samt modsatte regningsarter. Sidst i trinforlgbet skal
undervisningen ogsd sigte mod elevernes opdagelser af sammen-
henge mellem storrelser, for eksempel sammenhaengen mellem
antal kgbte is og samlet pris.

I begyndelsen af trinforlebet udtrykker eleverne deres opdagelser
af regneregler og sammenhenge i uformelt, verbalt sprog og senere
med inddragelse af alsidige sprogformer, herunder symbolsprog.

(UVM, 2014, under Algebra, 1.-3. klassetrin)

Set i forhold til matrixen med tilgange til tidlig algebra (figur 3), leegges
veegten i det indhold, som omtales i citatet, tydeligt pa aktiviteter af
typen "Generaliseringer af sammenhenge og egenskaber”. | begyndelsen
af trinforlgbet er det maélet, at eleverne opdager bestemte egenskaber
ved tal og regningsarter, men senere i trinforlgbet skal opdagelserne
ogsé omfatte funktionelle sammenhaenge (der dog ikke omtales som
funktioner). Set i forhold til matrixen placerer de danske laeseplaner for
matematik sig sdledes tydeligst i tilgangene 1A og 1C.

I citatet udtrykkes der en bevaegelse fra representationer i uformelt,
verbalt sprog mod alsidige sprogformer, herunder symbolsprog. Set i
forhold til de to dimensioner bag tilgange til tidlig algebra (figur 3) svarer
det til en bevagelse langs den vandrette kontrolakse, fra det seman-
tisk drevne mod det mere syntaks-drevne. Teksten udtrykker dog ikke
eksplicit, hvor lang denne beveegelse skal drives, det er for eksempel ikke
ekspliciteret om symbolsproget skal omfatte variable, og i hvor hgj grad
det forventes, at elevernes baserer deres reesonnementer pa syntaks alene.

Rammevearket gor det ogsé tydeligt, hvilke indholdsmeessige aspekter
af tidlig algebra, som en given undervisning ikke fokuserer pa. I lighed
med de inkluderede tekster i studiet omtales reelle kontekster (jf. Skovs-
mose, 2003) ikke i forbindelse med algebra pa 1.-3. klassetrin i de danske
leeseplaner. Hvorfor er det sddan?

I den danske folkeskolelov er det et overordnet formaél, at undervis-
ningen skal bidrage til elevernes alsidige og demokratiske dannelse
(Jensen, 2017). Bl.a. derfor er elevernes udvikling af modelleringskom-
petence et centralt mal i de danske leeseplaner (UVM, 2014). Udvikling

Nordic Studies in Mathematics Education, 24 (3-4), 15-41. 31



THOMAS KAAS

af en sddan kompetence omfatter beskrivelser af generelle sammen-
henge i vores omverden med matematiske modeller, der involverer
algebra, og refleksioner over betydningen af de antagelser, der ligger bag
matematiske modeller, som involverer algebra. Udviklingen af en sddan
kompetence ma med andre ord raekke ud over begrebsforstaelse og
involvere elevernes arbejde med problemstillinger, der vedrorer reelle
kontekster.

En mulig forklaring pé "de manglende reelle kontekster” i tidlig alge-
braundervisning kan maske veere, at det ikke kan lade sig gare med elever
pa de yngste klassetrin? En anden mulig forklaring kan imidlertid veere,
at dette hjorne af tidlig algebra bare ikke er tilstreekkelig belyst, fordi
forskning inden for tidlig algebra primeert foregar i lande, hvor matema-
tikundervisningen retter sig mod formal, der i sterre eller mindre grad
afviger fra det danske? Efter min opfattelse er det veerd yderligere at
udforske, hvilke potentialer og forhindringer der kan veere ved i hgjere
grad hidtil at fokusere pé reelle kontekster i tidlig algebraundervisning.
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Abstract

Teaching of 6-12 year old students in algebra and algebraic thinking has
gradually become established as a research area and teaching practice in
an increasing number of countries, under the term early algebra. This
article presents a hermeneutically inspired review that was conducted
to characterize and discus content approaches to early algebra teaching
provided by the research literature in the period 1995-2017. The analysis
of the included literature has resulted in a framework for approaches to
early algebra teaching, which is presented and discussed.

The article concludes that early algebra teaching typically takes its
starting point in students’ work on numbers, quantities and / or func-
tional contexts, and that students’ algebraic thinking is taught through
activities that have either identification of general relations and proper-
ties or reasoning with unknown quantities as focus. Differences between
the different approaches relate also to the role of representations and
contexts in the teaching.
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