Introduksjon til vektorer i
norske laerebgker og i en
undervisningsfilm

ANNE BIRGITTE FYHN

Vektorerintroduseres andre ar pa videregaende skole i Norge. Denne teksten under-
seker hvordan laereverkene og en klatrefilm introduserer dette emnet og hvorvidt
filmen kan supplere bgkene. Film og leerebgker undersgkes ut fra samme kriterier.
Fordibokene bygger palaereplanen, presenteres forsten oversikt over vektorers plass
inorske lzereplaner. Analysene viser at filmen kan supplere leerebgkene ved & utfordre
elevenes matematiske tenking i forhold til relasjoner mellom vektor og vinkel. Ana-
lyseneindikerer ogsa en svakhetved leereplanen: Leereplanens kompetansemal med
hensyn pa vektorer fokuserer kun pa regning og prosedyrer uten at disse eksplisitt
inngér i en sammenheng. Kompetansemalene sier heller ikke noe om forstaelse.

Ved et av mine besgk pé den lokale klatrehallen snakket jeg med en av de
dyktige unge klatrerne om matematikk. Birgit gikk andre &ret pa vide-
regdende skole og hun lyktes godt med matematikkfaget pa skolen. Jeg
ble forundret over at hun syntes vektorer var et vanskelig emne, fordi
jeg selv hadde erfart klatring som praktisk arbeid med vektorer. Birgit
kunne ikke se at klatring hadde noe med vektorer & gjore. Samtalen var
forte til at jeg lagde en undervisningsvideo om klatring og vektorer (Fyhn,
2009, 2010) der Birgit og hennes klasse- og klatrekamerat Eirik spiller
hovedrollene. Begge er klatrere pé sveert hayt niva. Filmen kan lastes
ned her http://2010.arkiv.ndla.no/nb/node/46168 fra Norsk digital leeringsarena
(NDLA). I lgpet av arbeidet med videoen ble jeg nysgjerrig pd hvorfor
mange elever opplever vektorer som et vanskelig emne. Jeg fant lite for-
skning pé omrédet. Jeg lurte pa hva leerebaker og leereplan sier om vek-
torer og pa hvordan min video kunne supplere skolens undervisning. P4
den bakgrunn stilte jeg sporsmaélet
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University of Tromso
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Hvordan introduseres vektorer i norske matematikklaerebgker og
hvordan kan filmen "Vektorer i klatring” supplere leerebgkene?

Jeg belyser forskningsspersmalet ved & undersgke hvorvidt leremidlene
fokuserer pd prosedyrekunnskap, begrepsforstaelse eller begge deler.
Mélet er & bidra til gkt innsikt i hvordan vektorer introduseres for norske
skoleelever og hvordan denne introduksjonen eventuelt kan forbedres.

Prosedyrekunnskap og begrepsforstaelse

Star (2005) papeker at forholdet mellom prosedyrekunnskap og begrepsfor-
stdelse har veert livlig diskutert over tid blant matematikkdidaktikere. De
starste uenighetene handler om hvorvidt utvikling av ferdigheter knyttet
til symbolbruk vil utvikle elevenes forstaelse, eller hvorvidt grunnleggende
forstéelse m& komme forut for symbolsk representasjon og ferdighetstren-
ing. Bade ferdighetstrening og forstdelse er viktig, uenighetene handler om
rekkefolgen. Det framgér av en oversikt over tidsskriftartikler og databaser
at uenigheter angéende viktigheten av prosedyrekunnskap har veert mer
ideologisk enn empirisk begrunnet (ibid.).

I folge Fischbein (1994) kan matematikk betraktes pa to mater: som
formell deduktiv kunnskap slik vi finner den i leerebgker, eller som en
menneskelig aktivitet. Han poengterer at idealet om matematikk som
strengt ssmmenhengende og logisk strukturert kunnskap ikke utelukker
ngdvendigheten av 8 betrakte matematikk som en kreativ prosess. Det
er sentralt at elevene forstar at matematikk er en menneskelig aktiv-
itet, oppfunnet av mennesker. P4 den bakgrunn viser Fischbein (1994)
til tre grunnleggende komponenter: 1) Det formelle aspektet. Aksiomer,
definisjoner, teoremer og bevis. 2) Algoritmer. Ferdigheter er like viktig
som forstéelse, og ferdigheter oppnds gjennom praktisk og systematisk
trening. 3) Intuisjon. Intuitiv forstaelse, intuitiv kunnskap og intuitive
lgsninger (ibid.). I samspillet mellom det intuitive og det formelle, vil de
intuitive ideene overskygge de formelle. Selv etter at individer er i stand
til formell resonnering, sé vil elementere intuitive modeller fortsette &
pavirke dem (ibid.).

Stein, Smith, Henningsen og Silver (2000) karakteriserer undervisn-
ingsopplegg ut fra kognitive krav (referert i Skott, Jess & Hansen, 2008)
ut fra hva slags tenking elevene ma engasjere seg i. De opererer med to
typer lavnivakrav og to typer hgynivikrav. Lavniva: 8 huske resultater
(memorering), & gjennomfare prosedyrer uten  forbinde dem med reson-
nementer eller begreper (prosedyrer uten sammenheng). Hgyniva: &
forbinde prosedyrer med mening og med relaterte begreper (prosedyrer
i sammenheng), & engasjere seg i egentlig matematisk tenking (& gjore
matematikk). Dette stotter Fischbeins (1994) poeng om at de formelle,
algoritmiske og intuitive komponentene mé henge sammen.
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Anvendt pd vektorer gir Fischbeins (1995) teori at den formelle kom-
ponenten omfatter vektor definert som et linjestykke med retning og
definisjonen av nullvektor, mens algoritmekomponenten omhandler
regler for addisjon og multiplikasjon av vektorer. Jeg har valgt & betrakte
dette som prosedyrekunnskap. Den intuitive forstaelsen spiller inn nér
en elev ber om hjelp til & forsta regelen for & regne ut skalarprodukt, fordi
regelen intuitivt virker ulogisk. Hvis elever pugger regneregler de ikke
forstar, er det fare for at de blander sammen ulike regler ved slutten av
skoledret. Dette kan skje hvis forstéelsen av reglene ikke er knyttet til
elevens intuitive idéer. Jeg har derfor valgt & kategorisere dette under
begrepsforstaelse. Fischbein (ibid.) sitt poeng er at bade det formelle, det
algoritmiske og det intuitive ma henge sammen for at undervisningen

skal lykkes.

Vanskeligheter ved utvikling av et vektorbegrep

I Norge introduseres elevene for vektorer andre dret i videregéende skole.
I England introduseres vektorer noen ar tidligere og i folge Poynter og
Tall (2005b) er vektorer et vanskelig begrep for mange elever der. Klassen
til Birgit og Eirik herte til forste drskull som fulgte leereplanen av 2006
(KD, 2006a). I det leereverket de benyttet, handlet kapittel én om vek-
torer. Mange av elevene pé kullet opplevde vektorer som vanskelig og
som annerledes enn den matematikken de hadde jobbet med tidligere.
Dette tok skolens lerere til etterretning da de planla neste skoleér. I folge
Birgit og Eirik sin matematikklaerer valgte de da & starte med stoff som var
kjent og ta vektorregninga nér elevene var godt i gang med skoleéret.

Forskning pd undervisningilineser algebra i Frankrike viser at studen-
tene hadde utallige problemer pa ulike niva (Harel & Trgalova, 1996). Blant
annet hadde studentene vanskeligheter med & forsté sentrale begreper,
spesielt begrepet vektorrom. Funnene indikerer at studenter med suksess
ilineeer algebra hadde kjennskap til elementeer logikk pa forhdnd. I USA
og Canada var undervisningen i lineser algebra lagt opp annerledes,
men ogsa her var det store vanskeligheter forbundet med undervisning
i lineaer algebra (ibid.). Maracci (2006) papeker at ulike typer univer-
sitetsstudenter har felles problemer ved utvikling av grunnleggende
begreper innen vektorrom-teori. Studentenes vanskeligheter og feil er
knyttet til linesere kombinasjoner, lineser avhengighet/uavhengighet,
"spanning set” og basis (ibid.).

Poynter og Tall (2005a) hevder at i den britiske undervisningskul-
turen har man praktiske tilneerminger til praktiske problem. Den senere
tid har undervisningen om vektorer fatt et sterkere fokus pé praktiske
aktiviteter uten tilknytning til matematisk teori. Vektorer introduseres
i praktiske fysikksituasjoner som krefter og hastighet, forst senere
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studerer elevene den rene matematiske teorien rundt vektorer. Denne
undervisningen blir ikke betegnet som vellykket (ibid.).

Undervisning om vektorer fokuserer ofte pa forflytninger, enten en
person trekker en kasse etter seg, eller en orienteringsloper forflytter seg
fra post til post. Poynter og Tall (ibid.) viser til at poenget med en for-
flytning ikke er selve forflytningen, men virkningen av forflytningen.
Deres ide er at elever forst mé erfare virkningen av en forflytning rent
kroppslig, deretter kan de begynne 3 tenke pa & representere forflytnin-
gen ved en pil som har gitt lengde og retning. Vind opptrer abstrakt i
denne sammenhengen fordi der ikke ngdvendigvis vil veere noen synlig
virkning av at luft har flyttet seg. Forskning pd undervisning om vinkler
viser at elevene begriper vinkler best dersom begge vinkelbeina er synlige
(Mitchelmore & White, 2000). Dette kan indikere at vind er en ugunstig
kontekst for den farste introduksjonen av vektorer.

Dersom startpunkt og sluttpunkt til en vektor er gitt, kalles den for
en fastvektor. Dersom vektorens startpunkt ikke er gitt, slik som ved ei
vindpil pa et vaerkart, kalles den for en frivektor. Elever som kun refererer
til en vektor som ei konkret pil pé ei tegning, vil trolig mete problemer
med frivektorbegrepet. Berthelot og Salin (1998) hevder at laerere og elever
ofte har ulike referanserammer ndr de diskuterer geometriske figurer
som er tegnet pa papiret. Laererne refererer til generelle begreper, mens
elevene refererer til det tegnete objektet. Overfort til arbeid med vektorer
innebeerer dette at ndr leereren tegner en vektor pé tavla og referer til den,
refererer trolig flere av elevene kun til den konkrete pila.

Madlet med undervisningen om vektorer

Vektorer kan introduseresi ulike kontekster og vektorer kan introduseres
som forflytning, hastighet, akselerasjon og kraft. Bdde Fischbein (1995)
og Star (2005) papeker verdien av & vektlegge bade prosedyrekunnskap
og forstdelse i matematikkundervisningen. Pa den bakgrunn bgr under-
visningen ha to mal. Det ene er & skape en forstaelse for vektorbegrepet,
ulike aspekter ved vektorbegrepet og relasjoner mellom vektorer ogandre
begrep. Det andre mélet er at elevene behersker aktuelle prosedyrer, det
Fischbein (1995) betegner som definisjoner og algoritmer.

I folge Poynter og Tall (2005b) er mélsettingen en begrepsforstéelse
som inneholder relasjoner mellom begreper og mellom ulike aspekter
ved et begrep, i stedet for en prosedyrekunnskap som kun bestér av en
instrumentell forstdelse av forskjellige teknikker. De advarer mot prose-
dyrekunnskap pa lavt niva. Jeg har valgt & se pa relasjoner mellom begre-
pene vektor og skalar og mellom vektor og vinkel. Ulike aspekter ved vek-
torbegrepet er som Poynter og Tall (ibid.) papeker, "trekantmetoden” og
"parallellogrammetoden” for addisjon av vektorer samt dekomponering
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av vektorer. Det er viktig at disse tre behandles som ulike aspekter ved
et og samme begrep (ibid.).

I folge Poynter og Tall (2005a) er leererne er klar over at elevene har
vanskeligheter med vektorer. Laererne er opptatt av hva som gikk galt
akkurat forrige skoledr, men de sgker ikke systematisk og mélrettet etter
teori som kan forklare hvorfor det gikk galt og hvilke strategier som kan
fa det hele til & fungere. De vet ikke hvorfor elevene misforstar (ibid.).
Denne studien statter seg pa resultatene til Poynter og Tall (2005a, 2005b)
fordi de fokuserer pd introduksjon til vektorer og ikke pa lineaer algebra
i Universitetenes undervisning. I en oppfelgingsstudie underviser Fyhn
(in press) fire tenaringsklatrere om vektorer i en klatrekontekst, dette for
4 se hvordan klatrere responderer pa slik undervisning.

Metode

Utgangspunktet for denne studien er hvorvidt klatrefilmen (Fyhn, 2009)
kan vaere et supplement til leerebgkenes introduksjon til vektorer. Derfor
har jeg valgt & undersgke hvordan ulike leereverk introduserer vektorer for
jeg analyserer filmen ut fra samme kriterier som lzerebgkene. Bade boker
og film betraktes som undervisningsmateriell. Analysene tar kun for seg
materiellet, jeg har ikke testet noe av dette i undervisning. Det kunne
veert neerliggende & undersgke eksamensoppgaver om vektorer. Eksamen
har stor innflytelse pd undervisningen, fordi leererne vektlegger det som
vektlegges i eksamensoppgavene (Clarke, 1996). Laerebokforfatterne er
i hovedsak erfarne lerere fra videregdende skole. Innholdet i bgkene er
derfor trolig pavirket av tidligere eksamensoppgaver, selv om oppgavene
skal lages pé bakgrunn av leereplanen og ikke omvendt.

Johansson (2006) omtaler leerebgkene som den potensielt imple-
menterte leereplanen, som overgangen mellom leereplanen og det som
foregér i klasserommet. Lereplanen bestemmer langt pa vei innholdet
ileerebgkene. Innholdet i lereplanene er utviklet av faggrupper nedsatt
av Utdanningsdirektoratet, Udir (2005), og Udir er igjen underlagt
Kunnskapsdepartementet, KD. Dette inneberer at politikerne langt pa
vei kan bestemme innholdet i leereplanene.

Analysene presenterer forst en oversikt over hvordan vektorer er
inkludert i norske leereplaner over tid. Lereplanene har endret struk-
tur over tid, men analysene i dette arbeidet forholder seg kun til hvilke
emner som er inkludert. Arbeidsformer og overordnet mél for fagene er
ikke tatt med. De forste lereplanene inneholder punktvise lister over
aspekter ved vektorer. Reform-94 (KUF, 2000) og LK06 (KD, 2006a)
inneholder kompetansemal og siden 1990-tallet har de fleste l&erebgkene
leereplanens kompetansemal forrest i hvert kapittel.
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Fem norske leereverk som omhandler introduksjon til vektorer er basert
palereplanen av 2006 (ibid.) og dette arbeidet omfatter en multippel case
studie (Andersen, 1997/2004) av disse fem lereverkene:

Giga — av Andersen, Jasper, Natvig og Viken
Matematikk — av Heir, Erstad, Borgan, Moe og Skrede

Sigma 5 - av Sandvold, @grim, Bakken, Pettersen, Skrindo, Dypbukt,
Mustaparta, Thorstensen og Thorstensen

Sinus — av Oldervoll, Orskaug, Vaaje, Hanisch og Hals
Paralleller — av Ekren, Guldahl og Holst

I den videre teksten referer jeg til bekene kun ved boktittel i kursiv.
R1-bgkene er undersgkt for fire lereverk, mens Paralleller kun har 2T
bok." Mélet er 4 belyse hvordan vektorer blir introdusert for norske elever
og & undersgke hvordan denne introduksjonen kan forbedres. Dette er
ikke en sammenlignende studie med en mélsetting om finne ut hvilket
leereverk som er best. Case studier gir ofte bred detaljinnsikt (Andersen,
2003) og ett mal med dette studiet er & oppné detaljinnsikt i hvordan
leereverkene introduserer vektorer. Fordi de fem laereverkene utgjor hele
utvalget, er de ogsa representative.

Analysene fokuserer forst pa presentasjonen av hva en vektor er: en
formell definisjon, en presentasjon av hva en vektor ikke er, valg av kon-
tekst i eventuelt introduksjonseksempel, pd hvordan oppgavene utfor-
drer elevene pd om de kjenner definisjonen av en vektor og relasjoner
mellom vektor og skalar.

Det er til dels flytende overganger mellom Fischbeins (1994) tre
komponenter formell, algoritmisk og intuitiv. I arbeid med divisjonsal-
goritmen kan for eksempel alle tre komponentene gjore seg gjeldende
pa samme tid. Jeg har valgt & kategorisere formell og algoritmisk som
prosedyrekunnskap. Prosedyrekunnskap blir diskutert ut fra hvorvidt
prosedyrene er pa lavt eller hgyt niva (Stein m fl, 2000). Der det intuitive
knyttes sammen med det formelle har jeg valgt & kategorisere det som
heyniva prosedyrekunnskap, prosedyrer i sasmmenheng (ibid.). Kriteriene
for begrepsforstéelse bygger pa Poynter og Tall (2005b).

a) Relasjoner mellom vektorer og andre begrep som er neert knyttet til
forstielsen av vektorer,

b) trekantmetoden, parallellogrammetoden og dekomponering av
vektorer som tre aspekter ved samme begrep og

c) frivektorbegrepet.
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Videoen er ment & vaere et supplement til leerebgkene. Dersom den lykkes
i dette, innebzaerer det at den behandler aspekter ved vektorer som laere-
bokene vanskelig kan ta opp eller som de kun behandler overflatisk. Selv
om en film er et annet medium enn ei bok, blir videoen og leerebgkene
analysert ut fra de samme kriteriene.

Introduksjon til vektorer i norske lzereplaner

Fra gammelt av motte elevene vektorer kun i fysikkfaget pa videregdende
skole. Fra 1976 ble vektorer introdusert i matematikkfaget andre éret
for elever som valgte realfaglig fordyping® (KUD, 1976). Lareplanens
overskrift er "Vektorregning” og den videre teksten lister opp en rekke
grunnleggende aspekter ved vektorer: vektorbegrepet, sum og differens
av vektorer, vektor multiplisert med tall, vektorbasis, ortonormert koor-
dinatsystem, projeksjon av en vektor pd en annen vektor, skalarproduktet
uttrykt ved cosinus og ved koordinatene til vektorene (ibid.). I pafelgende
leereplan (KUD, 1985) er avsnittet om vektorer uendret. I preveutgaven av
neste leereplan (KUF, 1991) er avsnittet om vektorer utvidet til 8 omfatte
dekomponering av linesert uavhengige vektorer samt noe mer. Dette er i
trdd med Poynter og Tall (2005b) sin oppfordring om at dekomponering
og addisjon av vektorer ma sees i sammenheng. Disse tre leereplanene
gir muligheter for arbeid med prosedyrer pa bade lavt og heyt niva ut fra
Stein m fl (2000) sine kategorier, fordi bade vektorbegrepet og prosedyrer
er omfattet av planen.

Etter at vektorer hadde veert med i den videregdende skolens matema-
tikkfag i om lag 20 &r, kom leereplanen Reform-94 (KUF, 2000). Vektorer
introduseres fortsatt i matematikkfaget andre aret for elever som velger
realfaglig fordyping®, men vektorer har ikke lengre sitt eget avsnitt. Laere-
planen lister opp kompetanseméal sammen med verb: Elevene skal veere
kjent med det geometriske bildet av vektorer som piler i planet, kunne
bruke de geometriske definisjonene av operasjonene addisjon, subtrak-
sjon, skalarprodukt og multiplikasjon med en skalar, og de skal kjenne
regnereglene for koordinatiserte vektorer i planet (ibid.).

Vektorbegrepet er utelatt i leereplanen fra né av. Verbet a forstd blir
brukt kun tre steder i R-94 under kompetansemalene for 2MX.

Elevene skal forstd
a) en enkel matematisk tekst,
b) hvordan man kan omforme og forenkle ligninger og ulikheter og

¢) sammenhengen mellom forlgpet til funksjoner og fortegnet til
deres forste- og annenderiverte.
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Sammenhenger mellom vektorbegrepet og relevante prosedyrer er ikke
lengre i fokus. Derfor er kravet til prosedyrekunnskap pé lavt niva (Stein
mf{l, 2000).

I leereplanen fra 2006 (KD, 2006a) inngar ikke verbet ”a forstd” noe
sted i kompetansemaélene for andre klasse realfaglig fordyping, R1. Kom-
petansemélene om vektorer omhandler kun vektorregning, eleven skal
kunne "regne med vektorer i planet, bdde geometrisk som piler og ana-
lytisk pé koordinatform [...] beregne og analysere lengder og vinkler til
a avgjore parallellitet og ortogonalitet ved & kombinere regneregler for
vektorer” (ibid., s. 3). Grunnlagsdokumentet for leereplanen forstar kom-
petanse som "[...] hva man gjer og far til i mete med utfordringene” (KUF,
2004, s.31) og kompetanse beskrives som evnen til & mote komplekse
utfordringer (ibid.). I forhold til vektorer har lereplanen tolket dette til &
ha minimalt med elevenes begrepsforstaelse 4 gjgre. Prosedyrekunnskap
pa hoyt niva synes ungdvendig for & lgse komplekse utfordringer.

Mens lereplanene fra 1976, 1986 og 1991 fokuserer eksplisitt pa bade
vektorbegrepet og prosedyrer, fokuserer kompetansemalene i 1994 og
2006 kun pé prosedyrer. Dette er i strid med anbefalingene fra Fischbein
(1994), Stein m fl (2000), Poynter og Tall (2005b) og Star (2005). Fra 2006
skal elevene bare kunne regne og beregne. Arbeid med prosedyrer pd hayt
niva (Stein m fl, 2000) er ikke i fokus i de to nyeste lereplanene. Denne
utviklingen samsvarer dérlig med Poynter og Tall (2005b) sin anbefa-
ling om at begrepsforstaelse og relasjoner mellom vektorer og andre
begrep ber ha en framtredende plass i undervisningen. Rom—Stoff-
Tid (Dgrim, Ormestad & Lunde, 1968/1976) var det mest utbredte
fysikkleereverket gjennom 1970-tallet, den tiden da vektorer kom med
i matematikkfaget. Dette leereverket viser arbeid med prosedyrer pa
heyt nivé: relasjoner mellom trekantmetoden, parallellogram-metoden
og dekomponering.

Funnene til Harel og Trgalova (1996) og Maracci (2006) indikerer
at for 4 lykkes med lineser algebra pé universitetet, bor studentene ha
utviklet en god forstéelse av vektorbegrepet. Fire av leerebgkene i denne
studien innleder kapitlene med lereplanens kompetansemal, mens
Matematikk har malene med i et avsnitt om leereplanen bakerst i boka.
Kompetansemadlene er fgrende for undervisningen. Kompetansemaélenes
manglende fokus pa begrepsforstielse indikerer at elevene ikke far det
beste utgangspunktet for 8 lykkes med lineser algebra pa universitetet.

Introduksjon til vektorer i nyere matematikkleereverk

I likhet med Wikipedia (2009), hevder flere leereverk at ordet vektor
betyr "baerer”, men de sier ikke eksplisitt hva som baeres. Kun leereverket,
Sigma %, viser et historisk overblikk over vektorer. Digitale leeremidler
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erinnarbeidet i matematikkundervisningen i Norge, men kun én laerebok
presenterer et slikt eksempel i introduksjonen av vektorer. Trolig for-
venter forlagene at leerere behandler dette temaet separat og med tren-
ingsoppgaver som er koblet til den programvaren det enkelte fylke har
valgt & satse pa.

Innledning til vektorkapitlet. Relasjoner mellom vektor og skalar

Matematikk besvarer spersmalet "Hva er en vektor?” slik: "Nar mete-
orologen skal presentere veermeldingen, bruker han eller hun piler pa
veerkartet for & beskrive vindforholdene. Ved pilene stér det gjerne et tall
som viser vindstyrken. En fullverdig oversikt krever bdde vindretning
og vindstyrke” (ibid., s.9). Eksemplet med vind har ingen illustrasjoner
der vektorpiler er tegnet inn. Boka sier ikke noe om konsekvenser av at
pilene pa veerkartet blir parallellforskjovet og at lengden pa vindpilene er
uavhengige av vindstyrken. Lufta som forflyttes via vind er ikke synlig
med det blotte gye. Dermed blir det vanskelig for elevene & tolke vind
som forflytning av luft. I felge Poynter og Tall (2005a) er virkningen av
en forflytning sentralt. Vindeksemplet i Matematikk er derfor trolig lite
egnet som elevenes fgrste mgte med vektorer.

Lengre ned pé siden er der et bilde av to samer med hunder, kjgrerein
ogslederilett snafokk. Personene gér til fots, skratt mot vinden. Teksten
har ingen hint til hvorvidt eller hvordan bildet har sammenheng med
pilene pd meteorologenes veerkart. Bildet er ledsaget av teksten "Vind er
en vektorstgrrelse.” (ibid.) I folge leereplanens generelle del (KD, 2006b)
er samisk sprak og kultur en del av var felles arv som Norge og Norden
har et seerlig ansvar for 8 hegne om. Dessverre kan dette bildet lett tolkes
som et "samisk alibi” som trolig forvirrer mer enn det forklarer.

Den forste regneoppgaven i matematikk lister opp &tte situasjoner
og sper i hvilke tilfeller en vektor vil beskrive situasjonen best. Opp-
gaven utfordrer elevene pd om de kjenner definisjonen av en vektor og pa
relasjoner mellom vektor og skalar.

Perjési (2003) hevder at en kompleks og dyp forstaelse av vektorer er
pakrevd for & forsta vektorregning. Giga ser ut til 4 tilstrebe dette. Boka
innleder med et eksempel der tre snorer er festet i en liten ring. Ole,
Marit og Ahmed trekker i hver si snor med lik kraft og i hver sin retning.
Teksten er ledsaget av en skisse. Elevene far presentert et problem som
de oppfordres til & diskutere, de inviteres til 8 mene noe kvalifisert om
virkningen hva som skjer. P4 neste side blir vi bedt om & tenke oss at
Ole og Marit sine krefter erstattes med en kraft som virker i motsatt
retning av Ahmed sin kraft. Stegvis ledes elevene fram til vektorsum,
"Resultantkraften faller sammen med diagonalen i parallellogrammet
ABCD, bade nér det gjelder retning og sterrelse.” (Andersen m fl, 2007,
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s.48). Introduksjonen til vektorer samsvarer her med Fischbeins (1994)
poeng, at elevenes intuitive forstaelse mé kobles til den formelle matema-
tikken for & forebygge misoppfatninger. Eksempelet kategoriseres som
heyniva arbeid med prosedyren vektoraddisjon etter parallellogramme-
toden. Ingen av de andre leerebgkene har en tilsvarende introduksjon.
Giga definerer skalar og lister opp noen eksempler. Ingen av oppgavene
i boka belyser relasjoner mellom vektor og skalar.

Tittelsiden til vektorkapitlet i Paralleller viser to personer som trekker
store pulker bortover en stor flate, fotografen er den norske polfareren
Borge Ousland. Situasjonen er svaert relevant, men teksten refererer ikke
til bildet. Innledningsteksten gir eksempler pa storrelser som er bestemt
av et maltall og en mélenhet, for deretter & gi eksempler pa storrelser der
vi ogsd ma oppgi retning. Forskjellen pé vektorer og skalarer presiseres
klart og greit. Den forste gvingsoppgaven spgr om hvilke av atte ulike
starrelser som er vektorer og hvilke som er skalarer, oppgaven utfordrer
elevene pa definisjonen av vektor.

"Vektor og skalar” er overskriften i Sinus. Her er mye tekst. Forst ramser
boka opp flere ulike eksempler, deretter gér den litt neermere inn pé et
konkret praktisk eksempel, kreftene som virker nar to personer trekker
en kasse i hver sin retning. De fleste elevene har trolig intuitive ideer om
hva som vil skje. Avsnittet "Vektor og skalar” gjor forst oppmerksom pa at
det fins mange storrelser som ikke har noen retning. Deretter stér det at
en vektor har to egenskaper: lengde og retning. "Derfor kan vi ikke sette
vektoren lik lengden, som bare er den ene egenskapen.” (ibid., s. 154). Den
forste oppgaven i dette leereverket oppgir fem storrelser og sper deretter
hvilke av dem som er vektorer og hvilke som er skalarer.

Sigma 5 viser til hastighet pa en bét som eksempel pa vektor, begrun-
nelsen er at bade storrelse og retning er ngdvendig. Sigma 5 presenterer
dessuten hva en vektor ikke er, "Det er meningslest 4 sperre om retningen
tilen temperatur pd 17 °. Altsé er temperatur ingen vektor, men et eksem-
pel pd det vi kaller skalarer” (ibid., s. 78). Euklid brukte begrepet "mangel”
i sine begrepsavklaringer, han sa at en overflate mangler tykkelse, mens
ei linje mangler bredde (Lakoff & Nunez, 2000). I felge Euklids termi-
nologi er en skalar en stgrrelse som mangler retning. Den forste opp-
gaven i dette leereverket utfordrer elevene pé om de kjenner definisjonen
av vektor ved at de ma avgjere hvorvidt tre ulike storrelser er en vektor
eller en skalar.

De fleste bgkene innleder med relevante eksempler pa vektorer og de
har oppgaver som utfordrer elevene pd om de kjenner definisjonen av en
vektor og om de kan skille mellom vektor og skalar. Kun Sinus og Giga
papeker eksplisitt at lengden til en vektor er en skalar.
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Trekantmetoden, parallellogram-metoden og dekomponering

En malsetting med undervisningen om vektorer bgr vaere at trekant-
metoden, parallellogram-metoden og dekomponering av vektorer fram-
star som tre aspekter ved vektorer (Poynter & Tall, 2005b). Dette &pner
for arbeid med prosedyrer pa hoyt niva (Stein m fl, 2000), at prosedyrer
knyttes sammen med mening og med relaterte begreper.

Kun Matematikk presenterer parallellogram-metoden og trekantme-
toden som to metoder for  addere vektorer og oppgavene falger opp dette
ved at elevene selv mé velge metode for 4 addere vektorer. Dekomponer-
ing av vektorer blir kun presentert i Giga, som ogsa viser at dekomponer-
ing henger sammen med parallellogram-metoden. Denne boka omtaler
trekantmetoden i en definisjon under overskriften "Regneregler for vek-
torer”. Det stér ikke noe om parallellogrammetoden der, til tross for at
den ble grundig beskrevet innledningsvis. I oppgavene kan elevene velge
mellom trekantmetoden og parallellogrammetoden.

Parallellerillustrerer vektorsum ved et praktisk eksempel, en orienter-
ingsleper som forst loper fra A til B og deretter fra B til C. Teksten slér
fast at den totale forflytningen er fra A til C. Elevene kan intuitivt veere
med pa dette eksemplet. Fokus er virkningen av to forflytninger, slik
Poynter og Tall (2005b) vektlegger. Eksemplet kategoriseres som hgyniva
arbeid med prosedyren vektorsum etter trekantmetoden. Parallellogram-
metoden nevnes, men det framgér ikke at dette er en annen metode for
addisjon av vektorer.

Sinus presenterer vektorsum som trekantmetoden under overskriften
"Sum av vektorer”. De velger & presentere vektor som forflytning og det
hele er illustrert ved en figur. Parallellogram-metoden inngar kun i et
bevis for at den kommutative lov gjelder for addisjon av vektorer. Sigma >
presenterer addisjon av vektorer som trekantmetoden, uten noen separat
overskrift. Boka slér fast at den kommutative loven gjelder for vektorad-
disjon og parallellogram-metoden er eneste begrunnelse for denne loven.
Det er relativt & oppgaver i dette leereverket.

Gjennomgéende viser lerebgkene mange eksempler pé prosedyrer
uten sammenheng, men det finnes ett og annet eksempel som viser
heyniva prosedyrekunnskap. Fire av fem leereverk opplyser kun implisitt
at trekantmetoden og parallellogram-metoden er to uttrykksformer for
vektorsum. Fire av fem lereverk utelater dekomponering av vektorer.
En mulig arsak til disse svakhetene er at leerebgkene fokuserer pa komp-
etansemdleneilereplanen, dette kanisa fall tyde pé en svakhet ved LKO6
(KD, 20064a).1 folge LKO6 skal elevene kunne regne med vektoreri planet,
men addisjon, subtraksjon og dekomponering er ikke eksplisitt nevnt.
I leerebgkene er dette i stor grad blitt til arbeid med prosedyrer pa lavt
niv, prosedyrer uten sammenhenger (Stein m fl, 2000). En forklaring
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kan vaere at leereplanens kompetansemal kun har fokus pé prosedyrer og
ikke pa at prosedyrene skal inngd i en sammenheng. En annen forklaring
kan veere at ingen begrepsforstaelse gjenfinnes i kompetansemalene.

Frivektor

Ordet frivektor finnes verken i leereverkene eller i LKO6. Dette kan
indikere at norsk matematikkundervisning ikke vektlegger begrepet. En
annen forklaring er at bakene heller har valgt & legge vekt pé parallellfor-
skyving av vektorer. Det er ikke uten videre opplagt at to vektorer kan
betraktes som ekvivalente, selv om de er lokalisert ulike steder. Man ma
ha en viss forstéelse av dette for at parallellforskyving av vektorer skal gi
mening. Matematikk refererer til meteorologenes vindpiler, men elevene
vet intuitivt at man ikke uten videre kan flytte ei vindpil fra Trendelag
til Jst-Finnmark. Den starste baygen for laerere som underviser om vek-
torer, ligger i & 4 elevene til 8 konstruere det fleksible begrepet frivektor
(Poynter & Tall, 2005b).

Fire lereverk presenterer parallellforskyving av vektorer som noe man
per definisjon har lov til, noe man foretar seg for 8 kunne addere vektorer.
Ingen av leereverkene tar opp utfordringen som ligger i at dette kan kol-
lidere med elevenes intuitive oppfatning av hva man har lov til i matema-
tikken. Fischbein (1994) hevder at elevenes intuitive ideer vil overskygge
de formelle reglene elevene har leert. Derfor er det grunn til 4 anta at nér
leereverkene uten videre slar fast at vektorer kan parallellforskyves uten
4 endre seg, sa legger de ikke opp til brobygging mellom formelle regler
og elevenes intuitive idéer. Dette kategoriseres som prosedyrekunnskap
pa lavt niva (Stein m fl, 2000).

Sinus bruker en del plass pé et eksempel der Mette ror over ei elv.
Eksemplet er ledsaget av to oversiktlige figurer. Mette starter med kurs
rett mot et mél som ligger oppstrems pa motsatt elvebredd, og figurene
viser startsted, hvor hun landet og hvor hun hadde tenkt seg. Stremmen
i elva er representert ved en rad vektor midt i ei bla elv, og forflytninga
er representert ved vektorer. Her kan stremmen danne grunnlag for et
intuitivt frivektorbegrep, eksemplet kategoriseres som hgyniva prose-
dyrekunnskap (Stein m fl, 2000). Eksemplet presenteres imidlertid pa
slutten av avsnittet om sum av vektorer, fem sider etter at boka har sltt
fast at to vektorer er like hvis de har samme retning og samme lengde.
Neste avsnitt i boka heter vektordifferanse og her brukes robateksemp-
let en gang til. Her presenteres sum og differanse av vektorer som to sider
av samme sak.
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Filmen Vektorer i klatring

I folge Perjési (2003) er det vanskelig & illustrere vektorregningens
begreper kun ved hjelp av tavle og kritt. En klatrefilm har andre
muligheter enn leereboka for 3 illustrere begrepet vektor. Klatring er
en fysisk aktivitet der hvert flytt handler om problemlgsning: hvordan
skal kroppen posisjoneres, slik at hender og fatter ikke glir av hand-
og fottak? Klatrere flest tenker ikke geometri nar de klatrer. Det er
ikke uten videre opplagt at disse situasjonene kan utgjore et velegnet
grunnlag for undervisning om vektorer. Klatrekonteksten henvender
seg primeert til elever med klatreerfaring. Fra de forste innenders kla-
treveggene i Norge dukket opp pa 1980-tallet, har slike vegger blitt stadig
mer vanlig. Mange ungdommer har forsgkt klatring pé skolen eller i lag
med kamerater.

Lereboka forventes & inneholde eksempler fra ulike kontekster og
et representativt utvalg av oppgaver. Filmen gér i dybden pé en bestemt
kontekst og der fins ingen regneoppgaver. Filmen blir analysert ut fra
samme kriterier som leereverkene.

Filmen er organisert pa det viset at den forst viser hva som skjer i tre
ulike klatreepisoder og deretter sgker den & forklare hvorfor det gikk som
det gikk. Videoen fryser levende bilder og tegner i neste omgang vektorer
padissestillbildene. Her bruker filmen en annen tilneerming til vektorer
enn lerebgkene. Elever uten klatreerfaring far filmen presentert som en
demonstrasjon av hva som kan skje ndr man klatrer. Et slikt demonstra-
sjonsforsgk vil ikke ha samme verdi som hvis elevene fikk utfare eksperi-
mentet selv. Fordelen med filmen er at elevene kan se den om igjen i eget
tempo og s& mange ganger de selv vil. Valdermo (1989) diskuterer naturfa-
gundervisning. Han hevder at laeringsutbyttet av demonstrasjoner kan
okes ved a legges neer opp mot intensjonene med elevforsgk. Dette fordi
en stor fordel ved demonstrasjoner er lererens mulighet for & styre og
kontrollere det som skjer. Filmen styrer oppmerksomheten mot tre ut-
valgte situasjoner og styrer videre oppmerksomheten mot ulike méter &
se disse situasjonene pa.

Definisjon av vektor. Relasjoner mellom vektor og skalar

Ungdommene presenter en definisjon etterfulgt av to praktiske eksem-
pler. En vektor er definert som et linjestykke med retning, og pé veermeld-
inga er vindstyrken og vindretninga alltid illustrert ved vektorer. En
arsak til at ungdommene valgte vind som eksempel, kan vaere at deres
skole bruker lereverket Matematikk. Vi far vite at kraft ogsé er vektor og
at du finner det nar du klatrer. De utdyper dette ved & si at tyngdekrafta
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trekker deg nedover, mens du holder deg mot veggen ved kraft. I likhet
med flere av leerebgkene forteller heller ikke filmen at lengden av en
vektor er en skalar.

Filmens fokus I er at vektorer har retning. I en av sekvensene faller kla-
treren fraet overheng, og pendler deretter fraside til side. Ved andre gangs
visning av denne sekvensen fryser bildet og tilskueren blir spurt "Da hun
falt, hvorfor falt hun ikke rett ned?” Bade her og i flere andre sekven-
ser er vektorpiler tegnet inn pa bildene. Den formelle matematikken
som filmen presenterer, bygger pé at tilskueren er innforstatt med hva
som skjer. Her er det sammenheng mellom den formelle matematikken
og tilskuernes intuitive ideer, i trdd med Fischbein (1994).

Trekantmetoden, parallellogram-metoden og dekomponering

Fokus 2 er parallellogram-metoden, etterfulgt av fokus 3, trekantmeto-
den og fokus 4, dekomponering. Dette blir behandlet som tre aspekter
ved samme sak slik Poynter og Tall (2005b) anbefaler. Situasjonene blir
presentert flere ganger, men med ulikt fokus.

Parallellogram-metoden presenteres forst. Krafta fra tauet og tyn-
gdekraften blir tegnet opp og lagt sammen, og tilskueren er innforstétt
med resultatet pa forhdnd. I denne konteksten stiller ikke parallello-
gram-metoden krav til akseptering av at vektorer kan parallellforskyves.
Eksemplet kategoriseres som arbeid med prosedyren vektoraddisjon etter
parallellogrammetoden pa hgyt niva (Stein m fl, 2000). Deretter presen-
teres trekantmetoden som en annen mate 4 tegne opp parallellogram-
metoden pa. Ved & parallellforskyve vektorer far vi samme resultat som
ved parallellogram-metoden. P4 det viset kan trekantmetoden til en viss
grad samsvare med elevenes intuitive ideer om resultatet av en paral-
lellforskyving. Dekomponering presenteres ved horisontale og vertikale
komponenter av krefter, der seeren intuitivt vet hva som skjer.

Relasjoner mellom vektor og vinkel

Fokus 5 behandler relasjoner mellom vektor og vinkel. Fokus 5 bygger
videre pa relasjoner mellom dekomponering og parallellogram-metoden.
Virkningen av at en vinkel endres blir problematisert, og filmen stiller
noen spersmél som gar pa forstéelsen av vektorer. En vektors retning rela-
teres til begrepet vinkel. Dette samsvarer med Poynter og Tall (2005b)
sitt poeng at en malsetting med undervisningen ma vere & skape en
forstaelse av relasjoner mellom begreper. Mitchelmore og White (2000)
hevder at vinkler der begge vinkelbein er synlige, er lettest & begripe.l en
klatrekontekst fins det mange vinkler der begge vinkelbeina er synlige,
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men inoen situasjoner er kun ett vinkelbein synlig. Nar filmen fokuserer
pa en bestemt vinkel, blir bildet frosset og vinkelen tegnet opp, slik at
vinklene fér to synlige og tydelige vinkelbein. Her benytter filmen seg
av muligheter som leereverkene ikke har.

Oppsummering og konklusjon

De fem lereverkene introduserer vektorer via eksempler, enten vektor
som forflytning eller vektor som kraft. Alle gir eksempler pa vektorer
og skalarer og relasjoner mellom de to begrepene. En av bgkene gir et
konkret eksempel pa hva en vektor ikke er. To baker pdpeker eksplisitt
at lengden til en vektor er en skalar. Giga skiller seg fra gvrige boker og
filmen ved at de tar utgangspunkt i et problem som elevene inviteres til
4 mene noe kvalifisert om. De starter ikke med en definisjon, men med
a sporre hva som skjer i en gitt situasjon. Dette tolkes som arbeid med
prosedyrer pa hgyt niva.

Klatrekonteksten er egnet til & vise vektor som kraft eller vektor-
sum ved parallellogram-metoden. Den gir ikke samme muligheter for &
vise trekantmetoden som resultat av to forflytninger slik som for eksem-
pel orienteringsleperen i Paralleller eller robateksemplet i Sinus. Filmen
belyser heller ikke frivektor.

De fleste bgkene inneholder oppgaver som handler om definisjon av
vektor og om elevene kan skille mellom vektor og skalar. Oppgavene i
Matematikk oppmuntrer til diskusjon rundt relasjoner mellom begrepene
vektor og skalar. Dette samsvarer med Poynter og Tall (2005b) sitt mél at
undervisningen ber skape en forstaelse av relasjoner mellom begrep.

Introduksjonseksemplet i Giga og robateksemplet i Sinus er svert
velegnet til & vise henholdsvis parallellogram-metoden og trekantme-
toden/frivektor. En styrke ved de to eksemplene er at de ikke forutsetter
atelevene har akseptert at vektorer kan parallellforskyves. Elevenes intu-
itive ideer knyttes til grunnleggende forstaelse av prosedyrer for addisjon
av vektorer. Bgkene kunne gjort mer ut av disse to eksemplene. De fem
leerebgkene har det til felles at de mer eller mindre slar fast at vektorer
kan parallellforskyves uten & utdype dette naermere der og da.

Kun Matematikk presenterer trekantmetoden og parallellogram-
metoden eksplisitt som to metoder for addisjon av vektorer og kun Giga
tar opp dekomponering. Ingen av bokene presenterer relasjoner mellom
trekantmetoden, parallellogram-metoden og dekomponering. En mal-
setting med undervisningen ber vare 8 skape en begrepsforstéelse som
inneholder forstaelse av disse tre aspektene ved vektorbegrepet (Poynter
& Tall, 2005b). Arsaken er trolig at leerebokforfatterne har fokusert pa
kompetansemalene i leereplanen. Det er rimelig 4 anta at forfatterne har
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hatt en intuitiv oppfatning av at dette er viktig, selv om det ikke stér
oppfert eksplisitt som leereplanmal. Det kan forklare hvorfor det synes
tilfeldig hvilken bok som har lyktes med hva.

Klatrefilmen viser dynamiske framstillinger av vektorer i en bestemt
kontekst. Ei bok kan ikke gi tilsvarende dynamiske framstillinger. Filmen
gar i dybden pé noen f4 situasjoner, mens leerebgkene viser en rekke
eksempler fra ulike kontekster. Eksemplene fra klatrekonteksten inngéri
den daglige virkeligheten til flere elever. Filmen bygger pa elevenes intu-
itive ideer fordi publikum er innforstatt med hva som skjer. Her blir
matematikk brukt som redskap for & beskrive, begrunne og analysere
det som foregar.

En styrke ved filmen er at den viser relasjoner mellom parallello-
gram-metoden og dekomponering, i tillegg til at trekantmetoden blir
presentert som en variant av parallellogrammetoden. Sammenhenger
mellom begrepene vektor og vinkel blir grundig belyst i fokus 5, relas-
joner mellom begreper er viktig i folge Poynter og Tall (2005b). Virk-
ningen av at en vinkel endrer storrelse blir problematisert, og elevene
blir oppfordret til & finne ut hva som skjer. Elevene blir her utfordret
til matematisk tenking med utgangspunkt i sine intuitive ideer. De kan
ikke uten videre anvende en standardprosedyre for & finne lgsningen.
Ingen leerebgker viser relasjoner mellom vinkel og vektor, og pa dette
omradet ser det ut til at filmen kan supplere leerebgkene. Dersom relas-
joner mellom begrepet vektor og begrepene skalar og vinkel inngér i
leereplanens kompetansemadl, vil trolig elevene lykkes bedre med 8 utvikle
et vektorbegrep.

LKO06 (KD, 2006¢) presenterer maling av vinkler som leeringsmal i
flerde klasse, uten at elevene har leert noe om hva en vinkel er (Fyhn,
2007). Det kan vaere vanskelig 8 méle noe man ikke vet hva er. Trolig
finnes en tilsvarende svakhet i leereplanmaélene med hensyn til vek-
torer: Det kan vere vanskelig & regne med vektorer uten & ha forstatt
at der er sammenheng mellom de tre prosedyrene trekantmetoden,
parallellogram-metoden og dekomponering. Et forslag til forbedring av
introduksjonen til vektorer er at fokus pd ssmmenhenger mellom disse
tre prosedyrene inngér i leereplanens kompetansemal. Forstéelse for slike
sammenhenger er prosedyrekunnskap pé heyt niva. I felge Star (2005)
mangler vi imidlertid forskningsresultater pa hvordan fokus pa ulike
aspekter ved prosedyrekunnskap vil sl ut.

Fire av fem lerebgker starter kapitlene med en oversikt over aktuelle
kompetansemadl i leereplanen. Kompetansemalene i forhold til vektorer
dreier seg forst og fremst om regneferdigheter, der stdr ingen ting om
elevenes utvikling av et vektorbegrep. Lereplanens snevre fokus pé
vektorregning kan veere drsaken til at leereverkene ikke forholder seg
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systematisk til at prosedyrer mé settes i en sammenheng. Dette kan for-
klare hvorfor det er sé stort sprik mellom hva de ulike leereverkene vekt-
legger. Dersom laereplanen ogsd fokuserer pé at elevene skal utvikle et
vektorbegrep, vil trolig norske elever fa en bedre introduksjon til vektorer.
Kompetansemaélene i leereplanen har kanskje behov for revisjon.

Takk

Jeg vil takke Odd Valdermo og Marit Johnsen-Hgines og diverse revie-
were for konstruktive innspill i arbeidet med denne teksten. Gunnar
Kristiansen og flere andre i matematikkgruppa pd mitt institutt har gitt
nyttige innspill pé slutten.
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Notes

1 Lereplanen for studieforberedende realfag kalles R1 andre ar pa videre-
gaende skole i leereplanen av 2006. Realfag er en seernorsk betegnelse pa fag
som matematikk, naturvitenskap og informatikk. 2T er en kortere versjon
av R1 og er lite brukt. Leereplanen for 2T og R1 har identiske kompe-
tansemal mht vektorer.

2 Matematikk for elever som velger fordyping i matematikk og naturfag
andre aret pa videregdende skole, blir kalt 2MN i lereplanene av 1976 og
1985.

3 Matematikk for elever som velger fordyping i realfag andre ar pa videre-
gdende skole, blir kalt 2MX i leereplanen av 1994.
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