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En fallstudie av universitetsstudenters arbete
med en analysuppgift

KERSTIN PETTERSSON

Studiens syfte ar att visa hur en vaxelverkan mellan intuitiva idéer och formella
resonemang kan gestalta sig i en problemldsningsprocess. Studien visar att uni-
versitetsstudenter redan under sitt forsta ar av matematikstudier formar utnyttja
en sadan vaxelverkan. En grupp studenter har arbetat med en analysuppgift som
berdr begreppen funktion och derivata samt inkluderar ett induktionsbevis. Stu-
denterna utnyttjariden kreativa processen intuitiva idéer och formella resonemang
i ett dynamiskt samspel. Vaxlingarna har ett flertal funktioner: att kontrollera intui-
tiva uppfattningar, att skaffa nya utgangspunkter for problemlsningsprocessen, att
ekonomisera resonemang och att driva arbetet vidare.

Formella resonemang som bottnar i definitioner och satser dr en funda-
mental del av matematiken, men ett kreativt matematiskt resonemang
kan inte enbart vila p& formalism (Fischbein, 1987). Fér att hitta vigar till
16sningen av ett matematiskt problem behovs dven ett samspel med intu-
itiva idéer (Hanna, 1991). I den hir studien stér studenters begreppsupp-
fattningar i fokus sd som de kommer till uttryck i arbetet med en mate-
matisk uppgift. Syftet dr da inte frimst att kartlagga eller kategorisera
studenternas uppfattningar av de begrepp som aktualiserasiarbetet (for
en oversikt av studier inom en sddan tradition, se Duit, 2006). I sddana
studier jamfors de férekommande begreppsuppfattningarna med veten-
skapligt vedertagna uppfattningar och studierna fir dirmed en mer eller
mindre tydlig normativ prigel. I denna studie har ett annat perspektiv
valts, ett perspektiv som syftar till att lyfta fram hur studenter nyttjar
de begreppsuppfattningar de har och hur de, trots begrinsningar i sin
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begreppsrepertoar, besitter en avsevird potential for matematiskt arbete.
Resultaten visar att universitetsstudenter redan under sitt férsta &r av
matematikstudier férmar utnyttja ett samspel mellan intuitivaidéer och
formella resonemang pa ett sitt som i mangt och mycket liknar den
process som vi kan finna hos trinade matematiker.

Teoretiska utgangspunkter

Formella resonemang och intuitiva idéer

Den formella sidan av matematiken utgérs av axiom, definitioner, satser
och bevis. Med kedjor av logiska slutledningar byggs den formella delen av
matematiken upp utgdende fran grundlaggande definitioner och axiom.
Genom logisk slutledning kan ytterligare egenskaper hos de matema-
tiska objekten hirledas och samband mellan de matematiska objekten
undersdkas. Formella resonemang utgor en viktig del av matematikens
struktur fér att fastlagga och fortydliga resultat. Formella resonemang,
sa som de definieras i denna text, dr logiska slutledningar som vilar pd
formella definitioner och satser.

Resonemang som inte dr formella, det vill siga inte fullt ut redovi-
sar den logiska slutledningen eller dess utgdngspunkter, kan betecknas
som informella resonemang. Distinktionen formell-informell anvinds
till exempel av Pinto och Tall (1999) dir resonemang klassificeras som
informella da resonemangen inte utgér fran de formella definitionerna
utan baseras pa individens begreppsuppfattning dir de formella delarna
uteldmnas och resonemangen tar stdd i intuitiva idéer. Var grinsen gar
mellan ett informellt och ett formellt resonemang r delvis beroende
av kulturella och kontextuella omstidndigheter. Att inte absolut kunna
avgbra om ett resonemang ar tillrickligt preciserat fér att utgéra ett for-
mellt resonemang kan uppfattas som en brist. Fokus for denna studie ar
dock hur studenter ror sig i spannet mellan formella resonemang och
resonemang som tar stod i intuitiva idéer.

Intuition dr, enligt Fischbein (1987, 1999), ndgot som skapas och
utvecklas i studenters méten med till exempel matematiska objekt. I
dessa moten skapas en mental representation av objektet. Denna repre-
sentation ir inte statisk utan produceras och reproduceras i de samman-
hang dir den aktualiseras. En inre férestallning skapas ddr matematiska
begrepp uppfattas pa ett sddant sitt att det blir mojligt att omedelbart
och utan medveten tillgdng till alla detaljer tolka och anvinda begrep-
pen. Resonemang kan da goras utan att man behdover vila pa de formella
definitionerna. Fischbein definierar intuition som en slags kognition som
for individen uppfattas som sjilvklar. Intuition karaktiriseras dessutom
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av ytterligare egenskaper som omedelbarhet (uppfattas direkt i sin
helhet), sikerhet (ger en overtygelse), extrapolerbarhet och globalitet
(intuitiva idéer stracker sig lingre dn det empiriska underlaget). Intui-
tiva idéer karaktariseras ocksa som tvingande i meningen att de genom
sin sjdlvklarhet exkluderar andra tolkningsalternativ.

Med stdd i Fischbeins (1987, 1999) teorier definieras i denna studie
intuitiva idéer som en slags kognition som ger mijlighet till en omedelbar
uppfattning ddr alla delar uppfattas direkt och tilldter resonemang utan att
man behovervila pd det formella. De mentala representationernaavdenna
kognition kan ses som inre forestéllningar. Ibland kan dessa inre fére-
stillningar ocksa ges en yttre representation i exempelvis en skiss av en
graf for en funktion som i ndgon mening utgor ett generiskt exempel.
dessa fall ligger den geometriska tolkningen eller den visuella represen-
tationen vildigt néra, och kanske till och med utgér, den intuitiva idén.

Viixelverkan mellan intuitiva idéer och formella resonemang

Fischbein (1994) pdpekar att man vid analyser av studenters matematiska
beteende méste beakta tre basala aspekter av den matematiska aktivite-
ten: den formella, den algoritmiska och den intuitiva aspekten. Interak-
tionen mellan dessa tre aspekter dr enligt Fischbein mycket komplex.
Fératt studera denna komplexa interaktion kontrasterar Fischbein de tre
aspekterna parvis mot varandra. Jag har i denna studie valt att studera
tva av dessa aspekter, den formella och den intuitiva, och fokusera pa
samspelet dem emellan.

En av de relativt f& undersékningar som behandlar hur studenter fér-
héller sig till dessa tva aspekter dr en studie redovisad av Pinto och Tall
(1999,2002). De klassificerar studenters larandestrategier som tillhérande
en av tva kategorier: studenter skapar mening antingen genom att frimst
utga fran intuitiva idéer (giving meaning) eller utgdende framst fran for-
mella definitioner och satser (extracting meaning). Studien visar att stu-
denter har preferens for en av strategierna. En forklaring till detta kan
vara att studenterna har sin styrka antingen i intuitiva uppfattningar
eller i formella kunskaper. Moore (1994) visar i en studie att en anled-
ning till att studenter misslyckas med att genomféra formella bevis ar
att de inte behirskar begreppens formella definitioner. En annan anled-
ning ar att studenterna saknar eller har f6r svaga intuitiva uppfattningar
om begreppen. Hanna (1991) papekar att det finns en fara i att studenter
arbetar for formellt, det finns da en risk att de bara manipulerar symboler.
Fischbein (1987) behandlar det omvinda problemet med fér starka intui-
tiva uppfattningar och pdpekar att studenterna maste lira sig hantera
samspelet mellan formellt bevisade férhéllanden och intuitiva idéer.
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Studenters preferenser for olika strategier kan eventuellt ocksa férklaras
av vilka larsituationer studenterna maott under sin studietid. Studier av
larobocker (Lithner, 2004; Raman, 2002) visar att studenter genom dessa
bocker inte erbjuds s& ménga tillfillen att utveckla intuitiva uppfatt-
ningar om begreppen. En mycket stor del av uppgifterna i lirobocker ar
av algoritmisk karaktir och kan 16sas genom imitation av typexempel.
Detta giller dven uppgifter som ges i prov och tentamina (Bergqvist,
2006; Boesen, 2006). Framstillningsform och urval av uppgifter i liro-
boécker och prov ger inte studenterna incitament att koppla samman
formella definitioner med mer intuitiva karakteriseringar av begrepp.

Relationen mellan intuitiv och formell kunskap diskuteras ofta i
termer av att en klyfta finns dem emellan (t ex. Bergsten, in press; Sirotic
& Zazkis, 2007). Mamona-Downs (2001) och Farmaki och Paschos (2007)
diskuterar hur ettlampligt didaktiskt angreppssitt kan 6verbrygga denna
klyfta och stddja studenter i en 6vergang fran intuitiva antaganden till
ett formellt resonemang. Bergsten (in press) menar att

the didactical choice is not between exploiting the gap between
intuitive/informal and formal knowledge by building on the one
side for the profit of the other, but to engage in a kind of ping-pong
procedure of reconstruction and refinement.

Det dr just en sddan vixelverkan mellan intuitiva idéer och formella reso-
nemang som denna studie fokuserar. Med utgdngspunkt i ett perspektiv
dér vi framst dr intresserade av att sdka den potential studenterna kan
uppvisa sitts fokus pa att visa hur vixelverkan mellan intuitiva idéer och
formella resonemang kan gestalta sig i en problemldsningsprocess. Kan
forstadrsstudenter utnyttja en vixelverkan mellan intuitiva idéer och
formella resonemang och vilken funktion har i sé fall dessa vixlingar?

Metod

Intentionell analys

Intuitivaidéer som de definierasidennastudie 4r mentala objekt som inte
ar direkt dtkomliga for observation. Med syftet att beskriva hur viaxlingar
mellanintuitivaidéer och formellaresonemang gestaltarsigbehévs darfor
en analysmetod dir studenternas idéer och resonemang kan tolkas med
utgdngspunkt fran vad studenterna siger, skriver och gér. Med en kon-
struktivistisk grundsyn och ett kontextualiseringsperspektiv (Halldén,
1999; Nilsson, 2006) kridvs en metod som ger en sammanvigning av kogni-
tiva och situationella aspekter pd skeendet. Med dessa stillningstaganden
som grund har jag valt att anvinda intentionell analys. Fér en noggrann
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redovisning av metoden se Halldén (2001), Halldén, Haglund och Strém-
dahl (2007), Pettersson (2004), Ryve (2006), Scheja (2002) och Wistedt
och Brattstrém (2005). Denna metod har stora likheter med den tolkande
verksamhet som vi alla anvinder i vart dagliga liv nar vi férséker forsta
minniskorsagerande och bygger i huvudsak pa von Wrightsstudier av vad
som karakteriserar manskligt handlande. Enligt von Wright (1971) maste
man for att férstd vad en individs agerande betyder se det som ett medel
for individen att uppna ett mal. Nir vi ser ndgon springa pa trottoaren
samtidigt som en buss narmar sig tolkar vi situationen som att personen
forsoker hinnamed bussen. Vitillskriver individen en intention och det 4r
iljuset av denna intention som agerandet (springandet) blir meningsfullt
och kan beskrivas som en handling (skynda sig till bussen).

Med hjilp av intentionell analys skapar vi en modell dar det obser-
verade agerandet tolkas genom att tillskriva intentioner. Vi modellerar
verkligheten f6r att férséka forstd vad som hiander pd samma sitt som en
tillimpad matematiker skapar modeller for bakterietillvixt, spridning
av luftféroreningar eller andra problem man 6nskar studera.  modellen
anvinder vi begreppet handling. Detta begrepp reserveras for arbetet
inom modellen och ska inte forvixlas med beskrivningar av verklighe-
ten som gorsitermer av agerande, beteende och aktiviteter. Intentionalitet
utgor ett grundantagande f6r modellen. Med intention menar vi inte har
nddvindigtvis en medveten mental akt hos aktéren. Genom att studera
faktorer som kan tinkas paverka individen att agera pa ett visst sitt kan
vi tolka det som sker. I analysen soker vi ett falt av sammanlidnkade fakta.
Samma agerande, till exempel en serie enskilda beteenden som “gar mot
ett fonster, lyfter handen, griper i handtaget, skjuter fénstret utat,...” kan
ges flera férklaringar: individen agerar sa for att vadra eller for att slappa
ut en fluga. Ett exempel pa agerande himtat frdn denna studie 4r "ritar
ett koordinatsystem, skissar en graf, markerar ett nollstille” vilket kan
ges forklaringarna: individen agerar sa for att prova ett enstaka exempel
eller for att illustrera en intuitiv idé. Detta for-att-motiv dr avgérande for
vilken beskrivning som passar in i modellen. Vi séker den handling som
gor enskilda beteenden rimliga och meningsfullailjuset av en avsikt, ett
maél som individen férsoker uppna. Intentionell analys innebir just att
pa detta sitt systematiskt géra en tolkning av det betraktade skeendet.
Tolkningens giltighet, validitet, fir matas mot det stéd tolkningen far av
det empiriska materialet som samlats till exempel genom observationer
samt av relevant teoribildning.

Den intentionella analysen ger en méjlighet att viga samman kog-
nitiva och diskursiva aspekter vid tolkningen av data. For tolkningar av
studenters matematiska ageranden innebir det att vi kan analysera stu-
denternas férmagor och forestéllningar om begreppen samtidigt som vi
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tar hinsyn till studenternas uppfattningar om situationen. Genom att ta
hinsyn dven till dessa kontextuella faktorer kan vi f4 en mer nyanserad
bild av individens kognitiva formaga (Halldén, Haglund & Strémdahl,
2007).

En problemlésningssituation

Fér att studera samspelet mellan intuitiva idéer och formella resonemang
har jag valt att forsitta en grupp universitetsstudenter i en problemlds-
ningssituation. Uppgiften som valts innefattar begrepp som funktion,
nollstille och derivata. Detta dr begrepp som studenterna métt redan
fore sina universitetsstudier och dessutom ytterligare arbetat med under
det forsta drets matematikstudier pd universitetet. Det innebir att det
ar rimligt att tro att studenterna har utvecklat intuitiva idéer for dessa
begrepp. Uppgiften dr inte av standardtyp s studenterna kan inte direkt
utnyttjandgon algoritmisk 16sningsstrategi. Uppgiften ger dock en speci-
fik uppmaning om att problemlésningen ska innehélla ett induktionsbe-
vis. Induktionsbevis dr en typ av bevisféring som studenterna moétt i sina
kurser under det forsta arets universitetsstudier. Ovningar i hur s3dana
bevis ska utforas har ingatt i kursernas 6vningsmaterial (Vretblad, 1995,
s.72-77). Den fé6r studien valda uppgiften ger dirmed goda férutsatt-
ningar for att bade intuitiva idéer och formella resonemang ska utgéra
delar av problemldsningsprocessen.

Uppgiften
Lat f vara en funktion definierad pa hela R.
a) Hur ménga nollstillen kan funktionen hégst ha om for alla x
giller att f' (x) # 0?
b) Om istillet /" (x) # 0 vad giller da fér antalet nollstéllen till

funktionen?

c) Om vi har f®(x) # 0 vad kan d4 siigas om antalet nollstillen till
funktionen?

Anvind induktion fér att bevisa ert pastiende.

[ uppgiften finns inte mer angivet om funktionen 4n att den ar definie-
rad for alla reella tal. Att n:te derivatan ir skild frén noll fér alla x kan
tolkas som att funktionen 4r n ganger deriverbar f6r alla x men det ar
ingen helt sjdlvklar tolkning. Mitt val att inte tydligare specificera funk-
tionen goér att det blir en del av problemldsningen att diskutera vilka
forutsittningar som ska gilla.
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Studien genomférdes med tre grupper av studenter som frivilligt anmalt
sig att medverka. [ denna artikel ndrstuderas en av dessa, en grupp dir
datamaterialet erbjéd ett rikt underlag fér att belysa den aktuella frage-
stillningen. Problemlésningen genomfordes utanfor den schemalagda
undervisningen och studenterna informerades om att studien skulle
komma att ingd som en del i min forskning om studenters begrepps-
uppfattningar. Gruppen bestod av fyra studenter, tva kvinnor och tva
min, hir presenterade som Alex, Beth, Carl och Diana. De fyra féljde alla
ett matematikprogram vid ett svenskt universitet. Tre av dem var, nir
studien genomfordes, i slutet av sitt forsta studiedr och hade under aret
studerat tillsammans. En av gruppmedlemmarna, Beth, gick i en hogre
arskurs men laste vid problemlésningstillfallet samma kurs i flervaria-
belanalys som de andra tre. Gruppen fick inga tidsramar for sitt arbete
utan instruerades att arbeta s& linge de sjilva 6nskade. De kom att arbeta
i 115 minuter. Gruppens arbete dokumenterades genom videoinspelning
utan nirvarande observatdr. Samtalet har transkriberats i sin helhet
och dven de anteckningar som studenterna gjorde ingér i underlaget for
tolkningen av gruppens arbete.

Resultat

Fére presentationen av analysen av studenternas samtal ges hir en kort
beskrivning av hur studenterna léser uppgiften. Fokus da blir hur studen-
terna genomfor induktionsbeviset och dirfor foljer en kort rekapitule-
ring av den huvudsakliga idén for ett induktionsbevis. Fér en utforligare
presentation av gruppens arbete, se Pettersson (2004).

Studenternas bevis
Studenterna formulerar tidigt i sin diskussion en korrekt hypotes.

Hypotes: Om f™(x) # 0 s& har f hégst n nollstillen.

Studenterna utnyttjar efter ett tagidén att studera vad som giller da deri-
vatan f' har m nollstéllen. De dvertygar sig om att funktionen dé kan ha
hogst m+1nollstillen. Detta kan ses som ett lemma.

Lemma: Om f" har m nollstillen s& har f hogst m+1nollstillen.

Studenterna anvinder argument fran en figur (se figur 3) samt hianvisar
till satsen om mellanliggande virden. Ett pastdende som féljer avlemmat
utnyttjas av studenterna; vi kan se det som en f6ljdsats dven om studen-
terna inte sjilva anvinder den bendmningen.
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Foljdsats:  Om f® har (hdgst) m nollstillen s har f ™" hogst m+1
nollstéllen.

Studenternas slutliga bevis for hypotesen kan beskrivas som féljer:

Antag att f? # 0. Med hjilp av det vi kallat féljdsats féljer d& att f ¢~
har hogst ett nollstille. Samma resonemang upprepat ger att f #~? har
hogst tva nollstillen. Upprepning pa detta sitt ger till sist att f har
hogst p nollstillen.

Gruppen producerar inte ndgon skriftlig I6sning men i deras resonemang
finns alla ingredienser till ett fullstdndigt bevis.

Induktionsbevis
L4t oss kort rekapitulera den huvudsakliga idén fér induktionsbevis.

Lat P, vara ett pastdende for varje naturligt tal n, det vill siga for
n=1,2,3,...Pastdendet "P, giller for alla (positiva) naturliga tal” sags
vara bevisat med induktion om pastdendet P, pa nagot sitt hirleds
fran de féregdende, det vill siga fran P,, P,, .., P, ;.
I ménga fall, troligen i alla de fall studenterna métt tidigare, kan P, hér-
ledas fran P, , och beviset kan da genomf6ras pa féljande sitt: Verifiera
forst P, och visa sedan att P, ; medfér P,. Detta ger tillsammans ett
fullstindigt bevis. For studenterna verkar detta ge kinslan av en process
som gar fran lagre till hogre, eller "uppat”. I de fall nér P, 4r av formen
A, = B, vilket giller i uppgiften i denna studie, 4r den naturliga bevis-
géngen att forst visa att A, ger A, ;. Foregéende péastdende A, ;= B, ,
ger darefter B, | och det &terstar att visa att B, ; = B,,. Studenternas
arbete med att visa att A, ger A, | verkar ge studenterna intrycket aven
rorelse fran hogre till lagre, eller "nerat”.

Fér att méjliggéra induktionsprocessen maste det finnas ndgon form
av relation mellan de olika pastdendena P,,. I manga fall 4r den avgérande
punkten att komma underfund med hur denna relation kan utnyttjas
praktisktihirledningenav P, fran P, | (ellereventuelltfranP,,P,,.. P, ).
I detta fall 4r nyckeln att £ ir derivatan av f """, S4 snart denna nyckel
har hittats géller i de flesta fall studenterna métt att bevisen inte kriver
négra nya idéer utan endast viss teknisk fardighet fér att genomféra de
berdkningar som aterstar. For denna uppgift kridvs diremot ytterligare
idéer for att beviset ska kunna genomforas, lemmat och féljdsatsen ir de
idéer studenterna utnyttjar’.
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Formella resonemang

Studenterna har en klar bild av den formella gdngen i ett induktions-
bevis.

Carl: D4 ska man ha ett basfall férst, ... borjar vi pa f prim x eller
borjar man p4, det finns ingen f noll x va?

Gruppen enas om att bérja med f' (x) och genomfor ett resonemang som
hanvisar till medelvardessatsen. Nir gruppen kommer till induktions-
antagandet har de formella kunskaper for hur detta ska géras men de
kanner sig inte bekvima med ett sddant antagande.

Carl: Sa vi antar alltsa det hir fér nagot p da. For ndgot p sa géller
att f”(x) # 0 och d& sa giller att f har p stycken nollstillen.
Det hir kinns ju livsfarligt tycker jag, men det funkar ju,
detarjusa..

Hir saknas preciseringen att det handlar om hagst p nollstillen. Vi skulle
didrmed kunna kritisera det formella resonemanget eftersom det brister
i precision. Men vi kan senare i studenternas samtal se att preciseringen
aterkommer nir den blir kritisk for resonemanget. Genom hela pro-
blemldsningsprocessen dr studenterna bekymrade eftersom de upplever
att det bevis de skapar inte foljer den mall de métt i tidigare undervis-
ning. De r vana att i induktionssteget arbeta fran p till p+1. De upple-
ver att deras bevis innehaller en rorelse i motsatt riktning. Sarskilt en av
studenterna, Beth, pdpekar larobokens mall gang pa géng.

Beth: Man antar vil det hir liksom s&, men sen sa ldgger man till,
steget ovanfor ... men da ska det inda bli liksom, antagandet,
liksom. Det &r vil sd ... principen ir.

Beths kommentarer indikerar att hon uppfattar lirobokens mall fér
induktionsbevis som en algoritm som maste foljas slaviskt. Detta stor
och himmar vid flera tillfillen gruppens problemlésningsprocess. Men
studenterna diskuterar ocksa hur bundna de maste vara av dessa krav pa
induktionsbeviset.

Carl: Nir vi hade det pa baskursen sa var det ju vildigt viktigt
vilket hall man gick at, men det kidnns ju som att det egent-
ligen inte ska spela ndgon roll, om man vet att man landar
négonstans.

De formella kraven har ocksa en positiv paverkan pa gruppens arbete.
Férutom att de leder till att studenterna kontrollerar och verifierar sina
idéer sd driver studenternas krav pa formalisering ocksd problemlos-
ningsprocessen vidare. Kommentarer som "Hur kan man visa det da?”
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och "Och om man skulle géra detta formellt ...” leder till att studenterna
breddar och férdjupar sitt sékande efter idéer.

Intuitiva idéer

[ studenternas diskussioner behandlas begrepp som funktion, derivata,
andraderivata, nollstille, vixande och avtagande.

Diana: Om derivatan inte far vara noll, s fir derivatan allts3 inte
byta tecken.

Beth: Och dé dr den vixande.

Diana: Ja, vixande, eller avtagande.

Diana: Da betyder f" # 0 att derivatan ir vixande eller avtagande.

Carl: Mm.

Diana: Vilket betyder att derivatan far byta tecken hégst en gang.

Alex: Men den behéver inte byta tecken?

Diana: N3, alltsd hogst en géng, det ér ju det vi snackar om hir.

Beth: Om den byter hogst en gdng d3, hur ...

Diana: ... och d& ser derivatan ut s4 hir, [ritar, se figur 1] och d& &r

den minus dir och plus dr.

[.]

Diana: [ritar funktionen, se figur 1] S& blir det, va?
Beth: Da blir det hogst ...
Alla unisont: ... tva.

Diana ritar tva grafer dar den 6vre illustrerar derivatan (se figur 1). Deri-
vatan dr f6rst negativ (markeras av Diana med ett minustecken) och blir
sedan positiv (markeras med plustecknet). Derivatan har ett nollstille
(inringat). Den undre delen av figuren dr Dianas bild av funktionen med
funktionens tva nollstillen markerade. Det dr inte med nagon storre
noggrannhet hon placerar funktionens minimipunkt och inte heller
y-axeln dr placerad helt korrekt. Det 4r indé en rimlig tolkning att denna
snabbt ritade skiss speglar hur derivatans tecken och nollstille paverkar
funktionens utseende.

Studenterna visar genom sina diskussioner att de har och utnyttjar
intuitiva idéer f6r de begrepp som berérs. Studenterna uppfattar dessa
begrepp pa ett omedelbart och sjdlvklart sitt och tillater sig att resonera
runt dessa utan att vila pa det formella.
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N

Figur 1. Dianas bild av derivatan och funktionen diir derivatan byter tecken en ging
och funktionen har tvd nollstdllen

Viixelverkan mellan intuitiva idéer och formella resonemang

[ detta avsnitt ges tva lingre utdrag fran gruppens samtal. Gruppen har
innan det férsta utdraget arbetat i 15 minuter och under denna tid 16st de
inledande deluppgifterna. De har ocksa formulerat en hypotes och bérjat
diskutera hur denna ska kunna bevisas men de ir osikra pad hur den bevis-
idé de har ska kunna formaliseras. De 6vergar dirfér till en inventering
av vad deras uppfattningar om begreppen derivator och funktioner kan
tillféra problemldsningen.

[1]] Diana: Men fortfarande, hur kan vi visa det? Vi kan derivera den
dir liksom, sa far vi den dér (pekar i Carls anteckningar pa
£ (x) # 0 respektive f"*" (x) # 0).

[2] Carl: Mm.

[3] Diana: Ja.

[4] Carl: Ja, precis.

[5] Carl: Och s3, antingen &r det fardigt eller s ar det jittesvart.
(skratt)

[6] Beth: Ja, vi har vil principen hur det liksom ska fungera ...

[7] Diana:  Om den ir skild frin noll, vad innebir det d& fér derivatan?
Och om funktionen ér skild frén noll, vad innebar det da? ...
om derivatan? (ritar)

[8] Carl: Nej, just det ...
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[9] Diana:
[10] Carl:
[11] Beth:

12] Diana:

13] Alex:
14] Alex:

16] Alex:
17] Beth:
18] Alex:

[19] Diana:

[
[
[
[15] Diana:
[
[
[

Det siger ju ingenting, eller liksom, det siger ju ...

Nej det siger ju inte ndgonting ...

Nej, det kunde hogst vara ett nollstille, men den kanske inte
har ngot nollstille liksom, och derivatan dnda ...

Ne;j.

Men, men ...

Det siger vil visst ndgonting, om en funktion ir ...

Ne;j.

... skild fran noll da sager det att, da korsar den inte ...

Nej, den korsar inte.

Den korsar inte. Och d& méste den vara antingen vixande
eller avtagande.

Den kan vil ga s& hir? (ritar, se figur 2) x-axeln kan ju alltid
ligga under, sdger juingenting, funktionen kan ju hoppa och
ha sig lite hur som helst hér.

[ yttrande [7] f6rséker Diana relatera begreppen funktion och derivata.
Hon fragar vad det innebir att funktionen ir skild frdn noll. Flera av
yttrandena innehéller obestimda referenser. Vad syftar den pa i utsagan
"Om den &r skild fran noll”? I formuleringen av uppgiften studenterna

arbetar med anges f

™ (x) # 0, sa det 4r rimligt att anta att det ir n:te deri-

vatan som syftas. Vi kan ocks se att Dianai yttrande [1] talar om f * (x).
Nir hon sedan fragar vad detta innebir for derivatan ar det rimligt att

N

Figur 2. Dianas bild av en funktion som saknar nollstdllen

40
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anta att det ir derivatan av f (x) som avses. Detta stéds av yttrande [I]
eftersom derivatan av ™ (x) ar f**?(x). Om s4 ir fallet varfor 6vergar
Diana déa till att fundera 6ver vad avsaknad av nollstillen hos funktionen
har fér effekt? En rimlig tolkning 4r att Diana déper om f ™ (x) och istillet
bendmner detta funktionen. Att dépa om objekt ir ett vanligt arbetssitt
for matematiker och ger mojlighet till nya utgdngspunkter fér problem-
16sningen. For tolkning av "...om derivatan?” blir det viktigt med intona-
tionen. Transkriberingen &r hir inte tillrackligt tydlig, men en atergdng
till videofilmen styrker tolkningen att Diana menar ” for derivatan”. Det
ir inte fundering 6ver ett nytt fall utan hon avser en fortsittning pa fra-
gestillningen om funktionens paverkan pa derivatan. Med tolkningen
att Diana har dépt om f™ (x) till funktionen blir d& "derivatan” liktydig
med f "*"(x) . Genom att byta benimning kan Diana utnyttja de intuitiva
idéer hon har f6ér funktion och derivata. Nar hon ritar en bild av en graf
(figur 2) 4r det pd ett omedelbart och sjalvklart sitt, utan hanvisningar till
formella definitioner och satser, som hon utnyttjar dessa intuitiva idéer.

Dianas slutsats av undersékningen blir att ingen information kan fas
pa detta sitt. Carl och Beth haller med men Alex har invindningar. I ytt-
rande [14] och [16] siger Alex "om en funktion ir skild fran noll d& siger
det att, da korsar den inte ...". Har ar referenserna mycket oklara. Det ar
rimligt att anta att den syftar pa funktionen och att den inte korsar x-
axeln. Att det dr funktionens korsning med x-axeln som &syftas stods
ocksa av yttrande [19]. Men med denna tolkning blir yttrande [18] - "Och
da maste den vara antingen vidxande eller avtagande” - svart att rimlig-
gora. Om den fortfarande syftar pad funktionen drar Alex en felaktig
slutsats. En annan mojlig tolkning skulle vara att den syftar pa derivatan.
Att en funktion saknar nollstillen ger inte att derivatan dr vaxande eller
avtagande, diremot giller det omvinda att om derivatan saknar noll-
stillen sa dr funktionen antingen vidxande eller avtagande. En rimlig
tolkning blir att Alex inte just hir uppvisar begreppsuppfattningar for
funktion och derivata som ricker i denna problemlésningssituation. For
att validera tolkningen krivs dock mer data 4n vad som finns i det hir
redovisade utdraget.

Som ytterligare ett exempel pa hur materialet har analyserats presen-
teras ett utdrag fran senare delen av studenternas samtal. Gruppen har
fore detta utdrag arbetat i 80 minuter. Hir diskuterar studenterna ett
delproblem, det som jag i beskrivningen av studenternas bevis bendmnt
lemma.

[1] Carl: Om p:te derivatan har nnollstillen och den primitiva funk-
tionen till den har max 7 plus ett nollstillen, om vi skulle
veta det, ...
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[2] Beth:
[3] Carl:

[4] Diana:
[5] Carl:

[6] Diana:

[7] Carl:

[8] Beth:
[9] Carl:

42

Mm.

... och vi vet att, att n:te, eller p:te derivatan, den har inga
nollstillen, da vet vi i sa fall att, nista ...

... har max ett.

... har max ett nollstille, och s méaste vi med induktion
kunna fortsitta och siga att om den har max en da har den
max tvd, den max ... och faktiskt siga nanting. Det maste
vara en riktig induktion ...

Ja ja, man vet att den implicerar ju den som i sin tur impli-
cerar den som implicerar den och sa.

Mm. Och sen s tycker jag att om man siger att, det hir ir,
en funktion, (ritar figur 3) s& om vi har nollstéllen pa deri-
vatan ...

Mm.

...ja,dom dir dr inte s3 bra att ta med egentligen, dom skulle
bara g ner s dir egentligen (indrar i den figur han ritat,
se figur 3). Om vi har tre nollstéllen f6r derivatan da kan vi
hogst ha fyra stycken. Aven om det hir kanske inte var ett
bra formellt bevis s& kidnns det som att jag blir vildigt Sver-
tygad om att det drs3, ...

Ja.

Jo, det 4r sant.

... och da sa stimmer det och da sd stimmer det alltihop.
Mm.

Och om man skulle géra det hir formellt, ...

Det dir gar ju att bevisa, liksom den ...

...det dr ju egentligen det dir som r for ett nollstille, i inter-
vall méste det ju vara, ...

Mm.

... och att om en funktion dr stringt vixande eller stringt
avtagande i ett intervall och den bérjar pd ena sidan ...

Mm.

... 88 dir (ritar figur 4). Den maéste ha ett nollstélle d&, om ...
Ja, ja men det dr ju liksom sa hir enligt sa hir ...

... alfa till beta och medelvirdessatsen.

Ja..

... och sdnt. Och att den maste ...
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[25] Diana: Ja, och mellanliggande virde.
[26] Carl:  Ja, mellanliggande virde ockss, ja just det.

[27] Diana: Ja, och om derivatan ir positiv s& dr den vixande, och det
vet vi och sd det behover vi inte, krangla med, tror jag. Men,
ja ...

[28] Beth:  Jag sitter helt tyst, for jag tycker de hir grundgrejorna
de f6rstdr man ju, men man ska bevisa med induktionen
nanting liksom, det kinns som man bara bollar med samma
saker och jag forstdr inte hur man ska fa det pa ritt sitt

da.

Figur 3. Carls bild av en funktion ddr funktionens och derivatans nollstdllen dr

markerade
N
J(T/ﬂﬁ)
« />

Figur 4. Carlillustrerar satsen om mellanliggande viirden

Carl uttalari[l] en hypotes: Om f ? har n nollstillen s har f *~” maximalt
n+1nollstillen. Yttrande [3] ligger till att i detta fall ska n vara noll. Av
detta ska d3, enligt Carls yttrande [5], en slutsats kunna dras om antal
nollstillen fér funktionen f. Slutsatsen formuleras inte men en rimlig
tolkning &r att slutsatsen d4r samma som den hypotes gruppen tidigt i
sitt arbete slog fast: Funktionen f kan ha hogst n nollstéllen. Carl siger
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i[5] att "det méste vara en riktig induktion”. Han verkar &vertygad men
gar anda vidare.

[ yttrande [9] ritar Carl en figur &ver en funktion (se figur 3). Denna
figur kan tolkas som ett generiskt exempel dir en intuitiv idé kommer
till uttryck. Exemplet kan generaliseras till godtyckligt antal nollstillen.
Funktionen ar ocksa vald sé att moijliga fall ticks in. Det kan dirfér ses
som en rimlig tolkning att Carl hir inte bara prévar ett enda exempel
utan ser det generella i exemplet. En tinkbar tolkning av agerandet kan
dé varaatt Carl férsoker 6vertyga sig sjilv om sanningshalten i hypotesen.
Carl siger sig bli vildigt 6vertygad om att hypotesen stimmer men séker
dérefter 4nda ett sitt att formalisera den intuitiva idén. Vid forséken att
formalisera gér Carl i [16] ett uttalande dir han pastir att nollstillena
maste ligga i intervall. Yttrandena[18]-[25] inneh4ller kopplingar mellan
exemplets funktion uppdelad i intervall och formella satser som behand-
lar kontinuerliga funktioner pa intervall. En rimlig tolkning 4r att stu-
denternahir letar efter formella definitioner och satser dir de inblandade
objekten finns representerade. I yttrande [20] och [22] extraherar Carl
vasentliga delar i det han forst kallar medelvirdessatsen och senare, efter
Dianas kommentar i yttrande [25], satsen om mellanliggande virden.
I Dianas yttrande [27] siger hon att "om derivatan ir positiv si dr den
vaxande” och "det behover vi inte krdngla med”. En tolkning av detta
kan vara att hon har en intuitiv idé om vixande funktioner och darfor
inte har behov av ett formellt bevis. En annan mojlig tolkning 4r att hon
menar att sambandet mellan positiv derivata och en vixande funktion
i denna kontext anses vara en del av den gemensamma matematiska
kunskapen och sé grundliggande att bevis inte krévs.

Beth uttryckeri[28] en osikerhet i den formella hanteringen av induk-
tionsbeviset. Hon har, som redan nimnts, under diskussionen vidhallit
att induktionen bor géras pa ett visst sitt. Hennes kommentar gér att
de andra studenterna blir osidkra. De dvergdr da i en inventeringsfas och
forsoker befista sina intuitiva idéer med hjilp av formella definitioner
och satser.

Slutsatser och diskussion

Viixlingar och deras funktioner

Analys av det empiriska materialet visar, som redovisats ovan, att dessa
forstadrsstudenter utnyttjar en vixelverkan mellan intuitiva idéer och
formella resonemang. I ett intentionellt perspektiv dr det emellertid inte
bara intressant att belysa hur studenter resonerar kring en given uppgift
utan ocksa varfir de resonerar som de gor, vilken mening deras agerande
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kan sigas ha. Med st6d i det empiriska materialet kan vi inte bara ge
exempel pd vixlingar, vi kan ocksa beskriva vixlingarnas funktion.

Vixlingar for att kontrollera intuitiva idéer

Vi ser vid ett flertal tillfillen att studenterna ldmnar sina intuitiva idéer
och séker stéd i formella definitioner och satser. Carl har till exempel
genom ett generiskt exempel 6vertygat sig om den uppstillda hypote-
sens korrekthet. Men han gar vidare och férsoker formalisera sina idéer.
Studenterna séker vid detta och andra tillfdllen kopplingar mellan sina
idéer och formella resultat for att befédsta hypotesers korrekthet med
formella argument men ocksa for att sikerstilla de intuitiva idéerna och
kontrollera sina intuitiva uppfattningar. Studenterna tar ocksé vid flera
tillfallen stéd i den formella struktur som de uppfattat att induktions-
beviset innefattar. Vixlingen fran intuitiva idéer till det formella beviset
leder ddrmed det kreativa arbetet framét. Den formella strukturen blir
en ledstdng som gor att studenterna tar sig vidare.

Vixlingar for att fa nya utgdngspunkter

Nir studenterna kor fast i forsdken att formalisera sina intuitiva idéer
soker de méijligheter till nya intuitiva utgdngspunkter genom att vixla
fran formella resonemang till intuitiva idéer. I resultatavsnittet presen-
terades en diskussion mellan Diana och Alex. Alex1dmnaridiskussionen
uttrycket "funktionen ar skild fran noll”. Detta sprakliga uttryck hianvi-
sar till matematikens formella symbolsprék; f (x) # 0. Han évergér till att
tala om att funktionen "inte korsar” x-axeln. Detta uttryck refererar till
en geometrisk eller visuell representation. Dessa representationsformer
ar vanliga for intuitiva idéer. Alex ror sig i spannet fran ett formellt reso-
nemang mot ett mer intuitivt med stod i den geometriska representatio-
nen. Alex vixlar perspektiv till en mer intuitiv uppfattning som 6ppnar
upp for ett geometriskt, eller visuellt, resonemang. I resultatavsnittet
ser vi ocksd hur Diana &vergar frin att tala om f™ till att bara tala om
"funktionen”. Genom att byta benidmning till ett mer allmint begrepp
skaffar sig Diana tillging till fler intuitiva idéer.

Vixlingar for att reducera komplexitet

Exemplet ovan ir ocksd ett exempel pa hur studenterna ekonomiserar
sina resonemang. Dessa vixlingar bestéri att férst uteldmna for tillfallet
overflédiga detaljer for att senare ta tillbaka dessa preciseringar nir de
verkligen behévs. Det finns i materialet flera exempel dar studenterna
blir mindre stringenta i sina resonemang. Nar de arbetar med uppgif-
ten kan vi se att de vid ett flertal tillfdllen uteldimnar preciseringar som
till exempel att funktionen har higst n nollstillen. Studenternas sitt att
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uttryckasig kan vid férsta anblicken synas slarvigt och ofullstindigt men
vi kan senare i studenternas samtal se att dessa preciseringar aterkom-
mer nir de verkligen behévs. Diana utnyttjar ocksa tekniken att dépa om
objekt. Det dr ett effektivt sitt att reducera komplexiteten i ett problem
och 4r ett vanligt arbetssitt fér matematiker.

Vixlingar for att driva problemldsningsprocessen vidare

Analysen av studenternas arbete med uppgiften visar att studenterna
har intuitiva idéer om de begrepp som uppgiften behandlar, idéer som de
ocksa anvinder i den kreativa delen av problemldsningen. Studenterna
sdger sig bli mycket 6vertygade om att deras hypoteser dr korrekta nir de
tar stéd i dessa intuitiva idéer. Trots att studenterna siger sig vara dverty-
gade av de intuitiva idéerna stéller de 4andé stora krav pa formalisering av
sina idéer. Studenternas arbete handlar till stor del om hur de ska ta sig
fran sina intuitiva idéer till ett formellt bevis. De arbetar for att kunna
presentera ett bevis formaliserat pa det sitt som de anser vara korrekt
men blir inte riktigt néjda eftersom de inte tycker att deras bevis passar
in i den mall de tidigare métt. Det dr studenternas egna krav pa forma-
lisering som vid flera tillfillen driver dem vidare trots att de uttalar att
problemet ir 16st. Vid négot tillfille raddar det dem fran att presentera
ett felaktigt bevis for sin hypotes. Vid flera tillfallen gor studenternas
formaliseringskrav att de tringer djupare in i uppgiften och letar efter
nya vigar i bevisprocessen och dirmed hittar nya idéer. Studenternas
starka krav pa formalisering, och det att de vid flera tillf4llen inte lyckas
formalisera sina idéer pa det sitt de sjilva onskar, leder ocksa till att de
vid flera tillfallen vidgar sitt skande och vill stimma av sina intuitiva
idéer. Mycket tydligt 6vergar studenterna da i en inventeringsfas och
forsoker befista sina intuitiva idéer med hjilp av formella definitioner
och satser. Studenterna sdker ocksé nya infallsvinklar for sitt intuitiva
tinkande genom att ga tillbaka till formella definitioner och satser. De
inventerar sitt forrad av relaterade begrepp och tolkningar. Vaxlingar
mellan intuitiva idéer och formella resonemang driver pa detta sitt
problemldsningsprocessen framat.

Viixelverkan trots ensidiga uppgifter

Det dr viktigt att studenter lir sig utnyttja men ocksa att kontrollera sin
intuition. Intuitiva idéer 4r nddvindiga for den kreativa processen men
det 4r de formella bevisen som studenterna maéste luta sig mot efter-
som intuitionen kan vara missledande. Precis som Fischbein (1987, s.209)
papekar maste studenter ldra sig hantera samspelet mellan intuitiva idéer
och formellt bevisade férhéllanden. Vi har i denna studie sett ménga
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exempel pa att studenterna klarar att hantera detta samspel och detta
trots att de i undervisningen métt lirobocker av den typ Lithner (2004)
och Raman (2002) har studerat, det vill siga bocker som i mycket liten
utstrickning ger studenterna tillfille att skapa kopplingar mellan intu-
itiva uppfattningar och formella definitioner och satser. Studenterna
har anda3 skolats in i hur en matematisk argumentation fors dir dessa
kopplingar ar viktiga for det matematiska arbetet.

Ett dynamiskt samspel

[ studien har vi detaljstuderat en grupp studenters arbete. Studenterna
anvinder i problemlésningsprocessen méjligheten att skifta mellan
olika perspektiv. Vi har sett hur studenterna utnyttjar en vixelverkan
mellan intuitiva idéer och formella resonemang. Studenternas arbete
med uppgiften visar att de pa ett madngdimensionellt sitt férmar nyttja
sina begreppsuppfattningar. Det finns en stor dynamik i det matema-
tiska arbetet som ocksa kdnns igen frdn hur en professionell matema-
tiker bedriver ett kreativt arbete (se t.ex. Burton, 1999a, 1999b). Redan
under sitt forsta studiedr formér studenterna utnyttja detta dyna-
miska samspel. I en undervisningssituation borde en fokusering pa
denna potential kunna ge lirare goda mojligheter att mota studenter i
utvecklande samtal.
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Noter

1 Studenterna utnyttjar i sitt bevis att f ? ar derivatan av f ?~". Det giller
dessutom att f ? r (p—1):te derivatan av f'. Som en anmirkning kan
namnas att detta samband kan anvindas for ett alternativt bevis. Fér att
hirleda P, frén P, antar vi dd att f ® 2 (. D4 giller att (p—1):te derivatan
av f' saknar nollstillen. Frén Pp_1 kan vi d4 dra slutsatsen att ' har hogst
p-1nollstillen. Lemmat ger da att f har hogst p nollstillen.
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Summary

The aim of this study is to describe the interaction between intuitive
ideas and formal reasoning in a creative problem-solving process. A group
of four university students worked on a task in calculus. The task inclu-
ded the concepts of function and derivative and required the use of proof
by induction. The discussion between the members of the group was ana-
lysed in accordance with the principles of intentional analysis, a method
by which we regard the students’ activities as intentional. The results
show that the students both had and used intuitive ideas relevant to the
concepts brought to the fore by the task. During the group discussion all
components of a complete proof was included in the students’ reasoning.
The students created a proof by induction which matched the ordinary
pattern for such a proof, but they did not themselves regard it as a proof
fitting into the ordinary scheme of argumentation as they remembered it
from text-books and teaching. The students put heavy demands upon the
formalization of their ideas and these demands were sometimes hampe-
ring the problem-solving process, but they also encouraged the students
to expand their search for a solution to the problem at hand. The students
used intuitive ideas and formal reasoning in a dynamic interplay. The
interplay had several functions: to control intuitive conceptions, to offer
a new basis of the reasoning, to reduce the complexity of the problem
and to urge forward the problem solving process.

50 Nordic Studies in Mathematics Education, 13 (1), 29-50.



