Turbulens og selvorganisering

1 to-dimensionale systemer

Jens-Peter Lynov og Jens Juul Rasmussen, Forskningscenter Riso

En "anden slags" turbulens

Selv om der ikke findes nogen pracis definition af, hvad
turbulens er, sd har de fleste nok en intuitiv fornem-
melse af, hvad begrebet dekker. Denne fornemmelse gar
oftest ud pé, at en turbulent stremning er fuldstendig
uforudsigelig. Omrader i stremningen, som pa et givet
tidspunkt matte veere sammenhangende, vil blive brudt
ned til stadigt mindre omrader uden nogen form for sam-
menhang. Processen standser ferst nar kortraekkende
gnidningskrefter kan omsette kinetisk energi til varme.
Til at beskrive en sadan tilstand, er det naturligt at anvende
metoder fra den statistiske mekanik, hvor man antager at
alle fluktuationer i systemet er helt ukorrelerede. Denne
fremgangsmade har da ogsé givet vaerdifulde resultater til
beskrivelse af turbulente systemers dynamik.

Et af de vigtigste eksempler er Kolmogorovs bereg-
ninger af energispektret for turbulente fluktuationer i tre-
dimensionale systemer. Det forudsagte energispektrum,
som har formen hvor k angiver belgetallet af fluk-
tuationerne, er blevet eksperimentelt eftervist i mange
forskellige systemer.

Figur 1. Klassifikation af forskellige hvirvelstrukturer.
"Tynde" pile angiver den hvirvlende bevaegelse inde i
hvirvlerne. "Tykke" pile angiver bevagelsen af hele struk-
turen.
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Der findes dog fysiske systemer, hvor antagelserne om
statistisk uafhengighed af fluktuationer og opsplitning af
sammenh@ngende omrader til mindre omréader ikke er
serligt gode - ja, hvor den dynamiske udvikling af sys-
temet faktisk er lige omvendt! En storklasse afdisse syste-
mer er dem, hvori den dynamiske udvikling hovedsageligt
foregar i to dimensioner. Vi skal senere se, at mange fy-
siske systemer af praktisk relevans har denne egenskab,
men inden disse eksempler n@vnes, skal vi kigge lidt pa
de teoretiske forudsigelser af to-dimensionale systemers
dynamiske udvikling.

Hvirveldynamik i to dimensioner

Allerforst ma vi precisere, hvad det er for systemer, vi vil
undersgge. Felles for dem alle er, at de kan beskrives som
kontinuumsystemer, dvs. at stof antages jevnt fordelt
i rummet. Ydermere vil vi udelukke stoffer i fast til-
standsform. Tilbage har vi, hvad der ofte under ét kaldes
for "fluider". Fluider er siledes et samlebegreb, der i
bred forstand daekker over savel gasser, vaesker som plas-
maer. Hvis en "fluid" er usammentrykkelig (hvilket er en
god antagelse nér de karakteristiske hastigheder er mindre
end lydhastigheden i det pageldende medium) kan man
teenke pa en almindelig vaeske, som vi leegger til grund for
diskussionen i dette afsnit. Andre eksempler, som omtales
senere, er atmosferer og plasmaet i Risgs Q-maskine.

Vi antager at alle bevagelser foregar i (=, y)-planen.
Vi indferer nu hastighedsfeltet v (x,y,t) og en hvirvel-
styrke, eller vorticitet, u, der er knyttet til det enkelte
vaeskeelement. Hvirvelstyrken er proportional med den
lokale hastighed og omvendt proportional med afstanden
fra hvirvlens centrum. Med disse to variable kan dy-
namiske udvikling af systemer, hvor gnidningskrafterne
kan negligeres, beskrives ved Eulers ligning:

dio hy mVa' = 0
dt 7\/.3* .

Denne partielle differentialligning udtrykker, at et in-
finitesimalt vaeskeomrade vil bevare sin vorticitet, mens
det bevaeger sig rundt i systemet. Bevagelsesligningen for
vorticitet er, med én vesentlig undtagelse, den samme som
bevagelsesligningen for punktformige, masselgse partik-
ler, som flyder rundt i stremningen. Undtagelsen er,
at hastighedsfeltet selv athaenger af vorticiteten, hvilket
gor Euler-ligningen til en ikke-line®r dynamisk lig-
ning. Netop bevarelsen af vorticiteten adskiller den to-
dimensionale dynamik fra den tre-dimensionale. 1 tre
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dimensioner har man en ekstra frihedsgrad for udviklin-
gen af en hvirvel, den kan streekkes, hvorved vorticiteten
@ndres.

Analytisk kan der findes en reekke sékaldt "stationzre"
losninger til Euler-ligningen. I et passende valgt koordi-
natsystem har disse legsninger en form, der ikke andrer
sig med tiden. De vigtigste af disse stationzre lesninger
kaldes: Monopoler, dipoler og tripoler. Disse navne an-
giver, hvor mange hvirvler losningen er bygget op af,
som skitseret i figur 1. Monopoler findes som simple
eller af hgjere orden. Simple monopoler har kun vor-
ticitet af ét fortegn. I hgjere ordens monopoler veksler
fortegnet for vorticiteten i koncentriske ringe. Centret af
monopolen ligger altid i samme (X, y) position, og de sim-
ple monopoler er stabile. Dipoler har én del med negativ
vorticitet og én med positiv. Hvis den totale vorticitet i
de to dele er numerisk lige store, vil dipolen bevage sig
i en ret bane. Tripolerne bestar af en central del med
vorticitet af et fortegn samt to satellitter med vorticitet af
modsat fortegn placeret symmetrisk omkring centrum for
den centrale del. En balanceret tripol vil rotere omkring
sit eget centrum. Selv om multipoler af hgjere orden kan
konstrueres, vil de oftest vare ustabile.

Nu er det naturligvis én ting, at et system kan
opretholde visse typer af strukturer. Noget andet er, om
disse nogensinde vil opstd naturligt. Hvis man starter
beregningen af Euler ligningen med en tilfeldig fordeling
af vorticiteten vil der typisk opstd et meget komplekst
menster. Omrader af positiv og negativ vorticitet vil blive
trukket ud i smalle band, eller filamenter. Lader man
beregningen fortsatte er der ingen ende pa hvor kompleks
og infiltret denne filamentation af stremningen vil blive.
Svaret pa om stationare losninger til Euler-ligningen kan
opsta, hvis de ikke er sat ind fra starten, er altsa generelt
nej.

Men her kommer antagelsen om gnidningskrafterne
(viskositeten) ind i billedet. Disse krafter har som
tidligere nevnt kun betydning, hvis skalasterrelserne af
fluktuationerne i stremningen bliver tilstrekkeligt sma.
Vi har lige beskrevet, at Euler-ligningen via filamentation
kan skabe vilkarligt sma skalasterrelser, selv om disse
ikke oprindeligt var til stede. For at gere beskrivelsen af
den dynamiske udvikling mere fysisk korrekt, ma indfly-
delsen af gnidningskrefterne tages med. Dette gores ved
at tilfoje et ekstra led, der kan fjerne kinetisk energi, til
Euler-ligningen. Vi far s& Navier-Stokes ligning:

duc A 9
—b V uS/iC = vW="C

ot
hvor u er den kinematiske viskositet. Det ekstra led er et
diffusionsled, som virker kraftigst pa sma laengdeskalaer.
Med indferelsen af viskositet har vi fjernet muligheden
for stationare losninger i helt rigoristisk betydning. I det
lange laob vil alle forstyrrelser af systemet de ud, da vi
ikke har inkluderet energikilder i vores beskrivelse. Fra
et praktisk synspunkt, kan denne viskose dempningstid
dog vere meget lang. Spergsmalet er da, om systemet
af sig selv vil sgge mod semi-stationere tilstande, in-
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den en vasentlig del af den oprindelige kinetiske energi
i systemet er omdannet til varme. Her er svaret overras-
kende: Ja! De to-dimensionale stremninger udviser under
meget generelle betingelser muligheden for selvorganise-
ring. Og den tilstand, som stremningen sgger hen mod
kan ofte med god tilnermelse beskrives som en lasning
til Euler-ligningen! Denne udvikling er helt modsat den,
man normalt kender fra tre-dimensional turbulens, og selv
om man kan sandsynliggere nogle af grundene til denne
forskel, s& savner mange af de eksperimentelle og nu-
meriske resultater for to-dimensionale stremninger stadig
en tilfredsstillende teoretisk forklaring.

Hvis man betragter energispektret for den to-
dimensionale turbulens, finder man et fenomen, der kaldes
"invers kaskade". Ved den inverse kaskade transporteres
energi fra kortere til leengere karakteriske belgelengder.
Denne opforsel er altsé lige modsat Kolmogorovs resul-
tat for tre-dimensional turbulens, som er omtalt i indled-
ningen. Det vil fore for vidt her at gd i detaljer med,
hvorledes denne inverse kaskade kan forklares ud fra de
dynamiske ligninger. Det har sammenhang med, at man
for to-dimensionale stremninger (uden viskositet) har be-
varelse af systemets totale vorticitet og endnu vigtigere af
den totale enstrofi (lig fladeintegralet af enstrofiteetheden,
som er proportional med /o) i tilleeg til bevarelsen af den
totale energi. Dette kan vises at lede til nogle restriktioner
pa udviklingen af energispektret som far energien til at
kaskade til l&ngere og lengere belgelengder, mens en-
strofien vil kaskade den modsatte vej, dvs. til kortere og
kortere belgeleengder. Resultatet af denne udvikling vil
saledes vare at de energibarende hvirvler bliver sterre og
storre, mens enstrofien koncentreres i tynde lag ved pa
hvirvlernes rande.

Uanset detaljerne i den inverse kaskade er det dog en
eksperimentel kendsgerning, at to-dimensionale systemer
kan danne store, ssmmenhangende hvirvelstrukturer med
levetider, som er mange gange storre end hvirvlernes egne
omdrejningstider. Denne proces kaldes selvorganisering.
De resulterende strukturer kaldes kohcerente strukturer.
De har stor indflydelse pa den turbulente stremnings dy-
namik. Specielt kan strukturerne have afgerende indfly-
delse pa den turbulente transport i stremningen. Normalt
kan turbulent transport beskrives som en diffusionspro-
ces, hvor partiklerne udsattes for mange sma uathaengige
pavirkninger fra de turbulente fluktuationer og udferer
Brownske bevagelser. Er stromningen domineret af
kohaerente strukturer, kan disse indfange partikler eller
fluid-elementer og transportere dem over afstande, der er
store sammenlignet med strukturernes egen udstrakning.
Transporten far séledes en karakter, der er helt forskellig
fra en diffusionsproces, og der findes endnu ingen kvanti-
tativ beskrivelse af denne form for transport. I det folgende
skal vi se pa nogle eksempler pa koharente strukturer i
forskellige fysiske systemer.

Kohazrente strukturer i naturen

Betegnelsen "koherent struktur" bruges ofte i1 sam-
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menha&ng med forskellige fysiske systemer og kan
athengigt af problemet have forskellig betydning. Typisk
benyttes begrebet om lokaliserede lgsninger til ikke-
linezre dynamiske systemer, og det deekker saledes ogsa
bl.a.  soliton-lgsninger til én-dimensionale systemer.
Nar vi taler om koharente strukturer i denne artikel,
er det udelukkende i betydningen: Langlivede, lokalis-
erede hvirvelstrukturer. Og indtil videre ser vi kun pa
to-dimensionale systemer.

Hvornar er det sé rimeligt at tale om et to-dimensionalt
system? Forst ma vi papege, at man godt kan have to-
dimensionale lgsninger til tre-dimensionale problemer,
men disse lgsninger kraver en hgj grad af symmetri, som
eksempler kan navnes et uendeligt langt hvirvelrer, eller
en regring (hvirvelring). Hvis dynamikken i systemet
under mere generelle forhold skal vere to-dimensional,
ma systemet have en form for anisotropi, hvor forholdene
er forskellige i den ene retning i forhold til de to andre.
En sadan anisotopi kan have flere arsager; her navnes
nogle af de vigtigste: 1) Systemets geometri. Det fy-
siske system har meget storre udstrakning i to dimensioner
end i den tredje. Eksempler: Sebehinder, galakser, jor-
dens atmosfere og oceaner. For at beveegelsen med god
tilnermelse kan beskrives som to-dimensional gaelder det,
at udstrekningen af de dynamiske strukturer skal veare
vaesentlig storre end systemets tykkelse i den tredje di-
mension. 2) Stratificering. Systemet befinder sig i et
tyngdefelt og har en stabil tilstand med varierende masse-
fylde. Vandrette bevagelser har ofte kun en svag kobling
til lodrette. Eksempel: Jordens oceaner. 3) Rotation.
Systemet er i fastlegeme rotation med konstant omdrej-
ningsfrekvens, og fluidbevagelserne er s langsomme, at
Coriolis-kraften har en dominerende effekt. Eksempler:
Atmosfaerer og oceaner pa roterende planeter. 4) Magnet-

felt. Vi har ikke diskuteret plasmadynamik i denne artikel,
men det kan vises, at visse typer af lav-frekvente fluk-
tuationer i et magnetiseret plasma har en to-dimensional
dynamisk udvikling i planet vinkelret pd magnetfeltet.
Denne udvikling er beskrevet ved Euler-ligningen. Blot
skal vorticitet-variablen skiftes ud med ladningstatheden.
Lorentz-kraften i dette system spiller en rolle, der er &kvi-
valent med Coriolis-kraften i det roterende system. Ek-
sempel: Magnetisk indesluttede fusionsplasmaer som fx.
tokamakplasmaer.

Det mest storsldede eksempel pa en langlivet hvirvel-
struktur er Den Store Rode Plet pa planeten Jupiter. Denne
hvirvel har en udstraekning pa ca. 25.000 km (dvs. dobbelt
s& stor som jordens diameter), og pa trods af, at de om-
givende atmosfarebevagelser er sterkt turbulente, har
hvirvlen bevaret sin identitet i over 300 ar. Mange afdetal-
jerne omkring dynamikken i Jupiters atmosfare er stadigt
uafklarede. I jordens atmosfere finder vi ogsa store
langlivede hvirvelstrukturer, der optreeder som hgjtryk og
lavtryk. Som regel har disse strukturer en levetid, der
ikke er lang sammenlignet med hvirvlernes egne om-
drejningstider, hvorfor de ikke opfylder definitionen pé
koharente strukturer. Anderledes er forholdene i jor-
dens oceaner. Her kan langlivede hvirvler med storrelser
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mellem 10 og 100 km dannes i forskellige havdybder. 1
nogle tilfelde har sadanne hvirvler veret fulgt i mere
end et helt &r. Disse langlivede hvirvler kan transportere
vand med karakteristiske fysiske, kemiske og biologiske
egenskaber over store afstande til omrader, hvor man nor-
malt ikke finder disse egenskaber. De kan saledes have
stor betydning for havenes varmetransport, miljeforhold
og ekologi.

TIME = -80 /as TIME = -40/Us
TIME = 0 yUs TIME = 40 /us
m m m m

Figur 2. Udviklingen af en koharent hvirvelstruktur i et mag-
netiseret plasma. Konturlinierne angiver det elektrostatiske
potentiale. Positive verdier af det relative potentiale er an-
givet med fuldt optrukne linier, negative med stiplede linier.
I hvirvlen med negativ potentiale bevager plasmapartiklerne
sig 1 urets retning. Reference tidspunket (time = 0) angiver
"trigger-tidspunktet" anvendt ved den statistiske behandling.
Den fuldt optrukne halvcirkel viser kanten af sgjlen, hvori
plasmaet produceres. Bemark at kun et udsnit af plasmasejlen
er vist.

Som et enkelt eksempel pd menneskeskabte koharente
strukturer, kan navnes vingetip-hvirvlerne fra flyvemas-
kiner. Disse hvirvler er altid til stede, néar der er loft pa
vingerne. Hvis flyet flyver i en hgjde, hvor udstedningen
fra motorerne kondenseres, vil indfangningen af denne
kondens i hvirvlerne gore disse synlige som to lange hvide
band efter flyvemaskinen. Dette er et eksempel pa, at
symmetriske stremningsforhold kan gere dynamikken i et
tre-dimensionalt system naesten to-dimensional, her i et
lodret snit vinkelret pé flyets bevaegelsesretning. Tilsam-
men danner de to hvirvler en koherent dipol, og effekten
af denne dipol kan tydeligt merkes ner landingsbaner,
hvor kraftige luftstremme kan opstd, lenge efter et fly er
landet. Gennem vekselvirkningen med den stillestaende
luft lige over landingsbanen, kan disse kraftige luft-
stromme opretholdes i ret lange tidsrum. Luftstremmene
ermeget farlige for efterfolgende flyvemaskiner, og sikker-
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hedsgranserne for afstanden mellem landende fly er da
ogsé netop valgt af hensyn til dette fenomen.

T-0.00 T-2.00
T-4.00 T-6.00
T-8.00 T-10.00

Figur 3. Udviklingen af perturbationen i potentialet i en simu-
lering af de dynamiske forhold i Q-maskinens randplasma.
Positive verdier er angivet med redt, mens negative vaerdier er
angivet med blat.

Kohzrente strukturer i laboratoriet

Et eksempel pd koharente strukturer i et magnetiseret
plasma er vist i figur 2. Her angiver konturlinierne det
elektrostatiske potentiale. Billederne bygger pa et stort
antal punktmaélinger pa plasmaet. I hvert punkt har

man ventet pa et karakteristisk (stort) triggersignal pa

en referenceelektrode, der er placeret et fast sted. Pa
grund af plasmaets turbulente natur kommer dette pa et
uforudsigeligt tidspunkt. Tidsangivelserne pa figurerne
er sa forskellen fra triggertidspunktet til maletidspunktet.

Desuden er vardien i hvert punkt en middelvardi af et an-
tal malinger. Eksperimentet er udfert i Rises Q-maskine.

Plasmaet produceredes indenfor en ca. 1 m lang cylinder
med en diameter p4 3 cm. Denne cylinder blev holdt
svevende af et sterkt magnetfelt i cylinderaksens retning,
og figuren viser et snit tvaers gennem plasmasgjlen (ran-
den af sgjlen er indikeret ved den fuldtoptrukne halvcirkel
paa figuren for T = 0). Det ses, at koharente struk-
turer optreder pa ydersiden af plasmacylinderen, hvor
de foretager en roterende bevagelse omkring cylinder-
aksen. Strukturerne opstaar spontant i en baggrund af
turbulente fluktuationer med et bredt spektrum. Lignende
koharente strukturer findes ogsé i de store fusionseksper-
imenter. De menes, at have en stor indflydelse pa den tur-
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bulente transport af plasma pa tvers af magnetfeltet. Ud-
viklingen af fluktuationerne i Q-maskinens plasma er vel
beskrevet med en to-dimensional model, og vi forestiller
os de kohzrente hvirvelstrukturer dannet ved en selvor-
ganiserende proces, som beskrevet i afsnit 2.

T-0.00

Figur 4. Udviklingen af en monopol-hvirvel i et anisotropt
system. Red farve viser positiv (potentiel-)vorticitet.

Til at stette denne antagelse har vi foretaget en nu-
merisk simulering af de dynamiske forhold i Q-maskinen
ud fra Navier-Stokes ligningen (se figur 3). Vore compu-
terkoder er baserede pa sakaldte "spektrale metoder”, der
tillader en meget nejagtig og detaljeret lgsning af de dy-
namiske ligninger. 1 figur 3 ses den tidslige udvikling af
det elektrostatiske potentiale i det ydre omrade af plas-
masgjlen. Den indvendige del af denne sgjle er ikke
medtaget i beregningen, da den dynamiske udvikling er
fuldt beskrevet ved forholdene i den ydre skal. Koden er
startet med en ladningsfordeling, der svarer til den tids-
ligt midiede fordeling i eksperimentet. Til denne forde-
ling er adderet lidt tilfeeldig stej. Vi ser, at begyndelses-
betingelsen er ustabil, og at den hurtigt bryder op i en
reekke sma "ger". Denne opferelse er i overensstemmelse
med teoretiske beregninger af den linzere udvikling af
de ustabile fluktuationer. Den felgende dynamiske ud-
vikling af systemet viser dog, at disse sma ger kun er
begyndelsen pa en langt mere kompliceret proces. Qer
med henholdsvis positiv og negativ potentiale smelter
efterhanden sammen til store omrader. Til sidst er der
kun et par omrader med henholdsvis positiv og negativ
potentiale tilbage. Eksistensen af sddanne store hvirvel-
lignende strukturer er i god overensstemmelse med de
eksperimentelle resultater (som for eksempel i figur 2),
men langt fra de gengse linexre teoretiske udtryk, der
forudsiger at fluktuationer med korte belgelengder skulle
dominere udviklingen.

27



Resultaterne i figur 3 er opndet ved numerisk
losning af Navier-Stokes ligning, og der er derfor en
direkte analogi til et tilsvarende fluidproblem. Man
skal blot oversatte ladningsfordeling med vorticitet og
det elektrostatiske potentiale med hastighedspotentialet
(stremningsfunktionen). Starttilstanden i figur 3 svarer
saledes til en ringformet jet med smd fluktuationer i
hastigheden.

X
Figur 5. Partikeltrajektorier i monopolen vist i figur 4 i det
medfelgende referencesystem.

Et eksempel pa udviklingen afen "isoleret" hvirvel og
dens evne til at transportere partikler er vist i figurerne 4
og 5. Resultatet kan ogsé her fortolkes bade som "almin-
delig" fluiddynamik og som plasmafysik. Den dynamiske
ligning, der er last numerisk, er i dette tilfeelde en anden
end Navier-Stokes ligning, og den kan benyttes til dels at
beskrive oceanhvirvlers udvikling under indflydelse af en
Coriolis-kraft, der varierer med breddegraden, og dels at
beskrive kohzrente strukturers udvikling i et magnetise-
ret plasma med varierende tethed. Mens en monopolare
hvirvellgsninger til Euler-ligningen er ubevegelige (bort-
set fra deres rotation), vil en hvirvellgsning til dette sys-
tem pd grund af systemets to-dimensionale anisotropi
ikke ligge stille. Den vil bevaege sig og efterlade et
belgemeonster, mens den undergar en indre reorganisering
til en tripolar struktur som vist pa figur 4. Under denne
udvikling vil nogle af de partiklerne, der oprindeligt er
indfangne i hvirvlen, efterhanden blive tabt, dels fordi
hvirvlen reorganiserer sig og dels fordi den dempes lang-
somt, energien udsendes som bgelger. Figur 5 viser par-
tiklernes trajektorier i et referencesystem, der folger med
den koharente struktur. De fleste af partiklerne ses at vaere
transporteret med hvirvlen over afstande, der er meget
store i forhold til hvirvlens udstrekning. P& grund af
den dynamiske lignings generelle form har dette resultat
saledes bade geofysisk og plasmafysisk relevans.

Afsluttende bemarkninger

Det er vores hab, at vi ved at studere fundamentale pro-
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cesser i forskellige kontinuumsystemer, vil kunne opné
en forstaelse, der vil gore udviklingen af simple fysiske
modeller mulig. Pa denne made ensker vi, at kunne
give rimeligt nojagtige estimater af disse ikke-line®re sys-
temers egenskaber, muligvis i en statistisk form, uden
forst at skulle lave omfattende eksperimentelle og nu-
meriske undersogelser. Til denne opgave forventer vi,
at de kohazrente strukturer vil spille en rolle som en
slags "elementarpartikler", og deres vekselvirkninger in-
dbyrdes, med eksterne kraftfelter og med afgrensende
vaegge vil optreede som tilsvarende "elementarprocesser”.

De fremtidige studier vil stadig bygge pad en kom-
bination af teoretiske, numeriske og eksperimentelle un-
dersogelser, som vi finder afgerende for en detaljeret
forstaelse af den ikke-linezre dynamiske udvikling. De
eksperimentelle undersggelser foretages nu i roterende og
statificerede vasker, hvor to-dimensionale hvirvelstruk-
turer naturligt dannes udfra stort set vilkarlige perturba-
tioner. Disse hvirvelstrukturer kan visualiseres ved at
tilseette farvestof, og stremningsfeltet kan kvantificeres
ved hjelp af en partikel sporings teknik, hvilket gor en
detaljeret sammenligning med teoretiske og numeriske re-
sultater mulig.
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