Pell’s ligning

Christian Marcussen

I 1940°eme lykkedes det at konstruere de forste effektive
elektroniske regnemaskiner. I det 10-ér, der fulgte, 1950’er-
ne, blev forskerne klar over, at det var muligt at kaste lys
over mange problemer, naturvidenskabelige og matematiske,
ved at lade datamaterne arbejde numerisk med disse
problemer. Det viste sig i 1950°eme, at det var muligt at
tage opgaver op, som man for havde mattet lade ligge, da
de kreevede for omfattende numeriske regninger. 1 1950’erne
blev man ogsa klar over, at de forskellige omrader af
naturvidenskab og matematik kreevede numeriske metoder
af varierende art, nar de skulle behandles effektivt af
datamaterne. De hele tals teori har op gennem tiderne
fascineret matematisk interesserede mennesker, bade
professionelle og amaterer. De hele tals system har en
meget simpel opbygning, som de fleste mennesker har let
ved at forsta.

Da matematikerne i 1600-tallet forsegte at treenge dybere
ind i de hele tals natur viste det sig hurtigt, at det var sveert
at afdekke tallenes hemmeligheder. Man stedte pa store
teoretiske vanskeligheder; og mange forhold vedrerende de
hele tals natur er stadig uafklarede. Disse problemer ser
undertiden simple ud ved en overfladisk betragtning; og
meningen med dem kan forstés af mennesker med kun ringe
matematisk viden. Det er derfor forstieligt, at mange er
kommet til at interessere sig for de hele tals problemer.

Vi vil i dette indlaeg beskaftige os med nogle simple
metoder til numerisk behandling af problemer i de hele tals
teori. Ved de almindelige kommercielle og naturviden-
skabelige beregninger bruges floating-point talrepraesentation
i datamaterne. De hele tal kreever fixed-point talrepraesenta-
tion; derfor kan datamaterne i almindelighed kun regne med
hele tal af en meget begraenset storrelse. For en mikrocom-
puter ligger denne graense i mange tilfeelde ved tallet
2151=32767. Indgar der i en regning et helt tal, som
overstiger denne graense, kommer der den fejludskrift, som
man betegner “overflow” ; og maskinen standser udferelsen
af vores regneprogram.

Arbejder man numerisk med talteoretiske problemer,
finder man hurtigt ud af, at man ikke kan affinde sig med
denne ovre grense for storrelsen af hele tal. Man forseger
at omgd dette problem ved at anvende metoder af egen
opfindelse ved programmeringen af de talteoretiske pro-
blemer. Anvendelsen af disse metoder gor, at man kan regne
numerisk med vesentlig storre hele tal end det ellers er
muligt med vores computer.

Vi vil i dette indleg komme ind pé rutiner, som kan
udfore de almindelige regningsarter med *‘vilkérligt store’’
hele tal. “Vilkarligt store” hele tal skal her forstds pa den
made, at der er en naturlig grense for tallenes sterrelse.
Denne granse afhenger af vor computers storrelse og
regnehastighed. En mikrocomputers centrallager har en
begrenset storrelse. Skal man udfere regninger, hvori der
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indgér “store” hele tal, mé disses sterrelse begranses af, at
man skal kunne udfere de nedvendige operationer med dem
indenfor det omrade af maskinens centrallager, som vort
program har til radighed. Det andet problem, at man skal
tage hensyn til computerens regnehastighed, bliver man ogsé
hurtigt klar over, nar man udferer regninger med “store”
hele tal. Det viser sig nemlig, at operationer med disse tal
kan tage ret lang tid for en mikrocomputer. Multiplikation
af 2 hele tal hver med 100 cifre kraver eksempelvis over
20000 enkeltregninger; og dette kraver selv i en forholdsvis
hurtig computer en tid, som man ma tage i betragtning.

Man ma altsé ved udvelgelsen af de opgaver, man tager
op, og ved tilretteleggelsen af de indgdende regninger vaere
opmarksom pa, om det er en opgave, som ens computer har
kapacitet til og kan udfere pa en rimelig tid. Ved arbejdet
med hele tal kan man komme ud for at skulle udfere de 6
grundleggende regningsarter med dem. Vil man kunne tage
de problemer op, som forekommer, ma man have rutiner til
enhver af disse 6 regningsarter. Det drejer sig om:

1) Addition.

En additionsrutine vil som regel kunne beregne summen

af et vilkarligt antal addender.
2) Subtraktion.

Af en rutine for subtraktion md man forlange, at den

skal kunne finde den numeriske differens mellem en

minuend og en subtrahend med et vilkarligt antal cifre
og angive, om differensen er positiv, 0 eller negativ.
3) Multiplikation.

En rutine skal her kunne multiplicere 2 hele tal med et

vilkarligt antal cifre.

Det skal bemaerkes, at disse tre rutiner er ganske simple.
4) Division.

En rutine til denne regningsart skal kunne bestemme

kvotient og principalrest, hvis dividend og divisor er

vilkérligt store hele tal.
5) Potensopleftning.

En rutine er her forholdsvis simpel, da en potensopleft-

ning er en udferelse af et vist antal multiplikationer efter

hinanden. Ved mine egne regninger har jeg aldrig vaeret
ude for tilfaelde, hvor eksponentens verdi ligger uden for
computerens heltalsomrade.

6) Roduddragning.

Hvis man f.eks. vil lase opgaven: uddrag 7. rod af et

41-cifret tal, skal man have en rutine som kan bestemme

rod og rest. Ved rest forstds her den mindste rest >0.
Routineme for division og roduddragning er vaesentlig mere
komplicerede end de andre. Disse rutiner vil ikke blive
gennemgaet i dette indlaeg.

I resten af denne artikel vil vi gennemgé et forholdsvis
simpelt program, som kan anvendes til losning af de
sékaldte pe11 ’ske ligninger. Néar denne opgave er valgt som
eksempel, skyldes det sarligt to forhold.
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1) Mange problemer af aritmetisk og geometrisk natur
kraever losning af en sddan ligning.

2) En forholdsvis simpel programtekst kan anvendes til
losning af de fleste af de PELL’ske ligninger, man bliver
stillet overfor ved anvendelserne.

Det teoretiske grundlag for lesningsmetoden vil her kun

blive skitsemeessigt gennemgaet.

Ved en PELL’sk ligning forstés en ligning af formen:

x2-Dy2 =1

hvor konstanten D er hel og D>2.
At lose ligningen vil sige at finde talpar (xy), hvor x og
y er hele tal, som stemmer i ligningen. Er D et kvadrattal,
har ligningen kun lesningen (x,y)=(1,0). Vi vil derfor g& ud
fra, at D ikke er kvadratet pa et helt tal. Har man forst
fundet en losning (p,g) 1 en PELL sk ligning, kan man finde
en hel serie af lasninger ved simple regninger. Lad (p,q)
veere en lgsning i ligningen x2-Z)y2=1. Vi har sa:
x2-Dy2=p2-Dq2 =1,
da 1”=1, har man
x2-Dy2 =(p2-Dg2n = 1;
For n=2 far vi:
x2-Dy2=(p2-Dq2?2 =1,
(p2-Dq 2)2 =p4+D 2q4-2Dp2q 2
=p4-+2Dp 2q 2+D2q 4-AD 2q 2
= (p24Dg2)2-(2pg)2D = 1
Lad os betegne de 2 nu kendte vardisat (/7],<?)) og (p0.q2).
Vi har altsa:
ip\.gql) = ; (P292) = ip2+Dq22pq)
Vi vil nu finde et 3. veerdisat (pg”)"-
x2-Dy2 =1 = (p2-Dgq 23
(p2 Dg23 = (p2-Dq2)2(p2-Dq2)
= [(p2+Dq 2)2-D(2pq)2]{p2-Dq 2)
=(p2-Dq2)(p2-Dq2)
=ipdp 22 29 )-Dip2g 24q P 2) = 1
= (P1W +2,1/29|92D+D2<71W)
-D(p2q 2+2p\p2q:q2+9]22)
= (P\P24Dqi?2'2 D"P112+2"1)2 = 1
Vi har altsa fundet:
(p"q3> = (p\P2+r)q\q*P\q2+P2q0

Ved at fortsatte dette raesonnement kan man komme til
formlen:

(PnH~n+) = (PIPn+Dq\qn*P\qn+Pnq\)

Vi ser altsd, at hvis man kan finde én lesning og helst den
mindste losning i ligningen

x2-Dy2 =1,

kan man bestemme en hel serie af lgsninger.
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Vi mangler nu at finde den mindste lgsning i ligningen
x2-Dy2=1. Hertil anvender vi teorien for kadebreker. En
storrelse af formen:

 § e S —— r—

kaldes en kadebrek.

Findes der i en kadebrek kun et endeligt antal af
konstanter ak, kaldes kadebreken endelig eller sluttet. En
sluttet kaedebrek kan omskrives til et rationalt tal (en brek).
Eksempel:

Tager man kun en del af kaeedebrekens led med, far man en
tilneermelse af breken ris. De forskellige tilneermelser kaldes
brekens konvergenter (se neste side).

Vi vil nu fremhave 3 ting:
1) Konvergenteme approksimerer braken ris

Sj s s2 s s s

2) Har vi en kadebrek med n konstanter cil,a2,...an kan
man ved at de ovenstadende regninger na til formlen:

rk«v = ak,\rk vrk-\

Sk ak+\s k+sk-\

3) Ved hjzlp af denne formel kan man successivt be-
stemme konvergenteme og sluttelig breken /s ud fra
talsaettet (a®a2-,an) i en sluttet kaedebrok.

Skal man finde den mindste lesning i ligningen

x2-Dy2=1, benytter man keedebreksfremstillingen for \/D .
Det viser sig, at en kvadratrod kan reprasenteres ved en
uendelig keedebrek. Denne keedebrek er “periodisk” ; d.v.s.
at konstanterne amgentager sig med en vis periode.
Metoden med successivt at bestemme konvergenteme
kan ogsa bmges ved kvadratredder, da denne formels
udledning ikke fomdsatter at keedebreken er sluttet. Skal

man finde konvergenteme for <# er man i den situation,
at man i starten ikke kender kadebrekens konstanter
ci\aZal,..

Vi vil begynde med at angive formlerne for konvergen-
teme:
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Konvergenter til ris

R B 3
ju2
i a3 al(aZa3+l)+a3
alaftl aZa3+l
2j<2<B131.<B al3(a™a2+1)al al3r2+rt
ala3+1 «26"‘1
1
N
a 1(&2a3a4+a2+ad)+113f14 + 1
ala3a4+a2+ad ala3ad+a2+ad f12f13f14 + a2 +fl14
ad(aj i+73)+(ara2+1) adr3+r2
04(0/\ 3+1)+tf2 “4A3 42
. . . . kens periode. Perioden for P, QO og @ indeholder altsa 4 led.
Pj=0; gj=1; aj=hele del af V& ; =al; "j=I P » 008

2a,
P2=aj; Q2=D-al2; @= hele del af —1;
G2
&% 1572 "2
D-P°

Pn~an-\Qn-\ An-1’ Qn~~

On-1
an= hele del af

P/7 anPn-\+m-2- Pn an’n-\+in-2

Ved hjelp af disse formler kan vi forholdsvis let beregne
konvergenterne /?,/</,, af kvadratroden, hvis D er et lille tal.

Beregning af konvergenter for \ff

I tabellen herunder er konvergenterne for \// beregnet ved
hjelp af formlerne op til n=1 3. For at antyde et “bevis” for
denne fremgangsmade, beregnes keedebreksfremstillingen af

I everst pd naste side, og konvergenterne beskrives
nederst pa neste side.
Veardier for konvergenter af V7

n i 3 4 5 & 7 5 9 1o 1 12 13

p 0 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

0 i 3 : 3 . 3 3003 300

a 1 1 4 1 | 4 i i i 4

p 3 5 5 37 45 8 127 590 717 1307 2024 9403

g I 3 14 17 31 48 223 271 494 765 3554
Vi ser, at udtrykket | som forekommer til sidst ved

JJ-2
P6 ogsa forekom i andet led ved P2. Regningerne vil altsa
nu gentage sig pd samme made igen; vi har fundet keedebre-

KVANT, december 1991

Dette ser man let ud fra det beregnede skema.

Vi ser, at der gelder det samme m.h.t. konvergenterne
her som ved den sluttede kadebrek, de er skiftevis storre
end og mindre end det tal, de skal approksimere. Vi ser
endelig, at der gelder formlen:

Pk-"k - (-d**
Skal man lese ligningen x2-Dy2=1, skal man i talreekken for
2 ’eme finde et ulige #, hvor O -1. Sa har man:

Pn-12~Ddn-\2 =1

Som for bemarket: der kan siges 2 ting om det program,
der er medtaget i denne artikel.

1) Problemet med losning af pe11 ’ske ligninger er valgt,
fordi det kan gennemferes med en forholdsvis simpel
programtekst.

2) Det er tilstreebt at gere programteksten sa enkel som
muligt. Det er s& overladt til den enkelte leser at gore
den mere “avanceret” pd sin egen made.

Maskinen er en sperry mikrocomputer. For at sterrelser

skal opfattes som fixed-point tal i denne, skal deres identifi-

kator (navn) slutte med tegnet % dette galder for simple
variable og arrays. Man kan godt undgad %-tegnene ved at

indfere deklarationssaetninger; men det er ikke anvendt i

dette program.

Vi vil forsege at give en kort beskrivelse af regningernes forleb. For-
kortelse: t=linie. Konstanten D i den pc11'ske ligning betegnes D1%
(f 100). Er computerens ovre granse for heltalsregning 215-1=32767, vil
programmet kunne klare ligninger med D<32768.

Man kan ved programmets hjalp lave en tabel over lesninger til
ligningerne op til denne veerdi af D. Selv har jeg kun regnet eksempler pa
ligninger med DclOOOO. For at lose ligningen far vi brug for de 2 sterrelser

1) den hele rod af \/D~
2) resten.
Eksempel: D=13; hele rod =3; rest =4.
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Kadebroksfremstilling af /T’

JT - 7+l 20 - 2+ - ! o
ffe
If 3
-2+ 1 -2+ 1 =+
1+ 1 1+ 1
s S~ R
fr-1
- 2+ 1 - 2+ 1
1+ 1 1
u 1 u 1
o [
3 11
fr-2 !

Ved resten forstir man altsd den mindste positive (principale) rest ved
kvadratrodsuddragningen. Rest = 0 forekommer ikke, da programmet ikke
kan lese ligninger, hvor b er kvadratet pa et helt tal. En sddan ligning har
som for nevnt kun lesningen (p,<?)=(Lo ).

For at finde den hele rod og resten anvender programmet (f 14 0—
230) den enklest mulige metode. Man forseger forst med rod = 1,2.3,...
o.s.v. til man finder den rigtige. Resultat: K5% = rod; K4% = rest.

For at finde en lesning pd ligningen skal man, som for bemerket,
beregne sgjlerne i skemaet skridtvis (sgjle 1,2,3,...,«) indtil vi finderen sgjle
med ulige n, hvor 2,,=1. Beregningen af de 2 forste sejler adskiller sig fra
beregningen af de folgende. I de forste » sgjler holder tallene sig indenfor
computerens heltalsomréde, sa der er det ikke nedvendigt at bruge vore
egne rutiner. N10% (024 0) angiver sejle nr.

1. sgjle: C240-320; der beregnes (P,Q,al,pl,ql)\

resultat = (P1%, Ql%, Al%, Rl1%, SI1%).

2. sgjle: [ 330-410; der beregnes (P202a2p24q2’,

resultat = (P2%, Q2%, A2%, R2%, S2%).

Vi gar nu over til at beskrive beregningen af en vilkarlig sejle (sejle
n). 1 dette program er der géet ud fra, at de 3 forste raekker i sgjlerne for
alle n ligger indenfor computerens heltalsomrade; for at denne betingelse
skal vere opfyldt er det nedvendigt at forlange, at b < ovre graense for
dette omrade.

Konvergenter i udvikling af £ f

Pi =ix7;,p2lqg2=4+ =

r i

2+ 1 =,+ 1
2w S uo +t o
3 3 ff+
v/7-1 2
1 =,+ !
1 1+ !
1 1+ !
fr+
3
O] ! =,+ 1
,+ : L+ )
+ : 1+ i
1+ ¢ 1+ 1
A+ -2 4

t 420-530 beregner Pn,QOn og an.
Resultat: P3%=Pn; Q3%=2,,; A3%«m
For at finde de 2 sterrelser pn og gn bruges formlerne:

P - anPn-\+Pn-2
@ - anQH+N2

Man kan komme ud for, at allerede ps og ¢3 ligger udenfor vor computers
heltalsomréade.

For at beregne p og g for n>2 er det altsd nedvendigt at anvende
serlige rutiner, som vi selv konstruerer. Den simpleste méde at regne med
disse “store hele tal” pé er ved at lagre 1 ciffer i hver af vor computers
celler. Lad os ferst se pd n=3:

Pl = azPi*P\

43 = «3Y2+'1

Vi ser, at der i formlerne for ps og < indgar de 5 sterrelser P\,p2gy,q2 °S
az

For at anvende vore “hjemmelavede” rutiner er det nedvendigt at
spalte disse 5 tal op, s& der ligger 1 ciffer i hver celle.

a; lagres i array 1AA%

3:7gz

Pl Op—1. Pl asq., o — 5 = g,
Ti T4 >T7;p 2-7gq2=2 =+4g
o
Pz =21 =2+L= A N.<7; p32-7932 - 25-28 = -3 = -04
T S5+ "2 2
1
. 1 1 -2 8
Pe =D D 1 22 . A>T, pd2Tqd2 = 64-63 = 1 =
T 1o 1 td 33 ST i
1 2
1
Ps 2. -2 - 2. BN P
T “n n 5 137 14
I+
ui
4

28

1369.<7; p52~7¢q 2 = 1369-7x196 = -3 = ~0¢
i8¢ P q 0
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/% og p2i de 2 arrays IAEU% og TAR2%

gxog q21ide 2 arrays IAS1% og 1AS2%

Disse beregninger udferes i C490-980; tallene spaltes her op i cifre og
antallet af cifre i hvert tal bestemmes.

At problemet med losning af PELL’ske ligninger er sa simpelt skyldes,
at der kun skal anvendes addition og multiplikation for at bestemme pnog
Ym

Vi ser forst pa addition. Vi udferer den pa computeren pa samme made
som vi selv adderer pa papir: Forst laegges enerne sammen, menten
overfores og dernest laegges tierne sammen osv.

C1210-1290 er udfert additionen i ligningen for p.

K3% er mente; denne er 0 fra start.

Vi har de 2 addender i de 2 arrays IAR3% og IAR1%; summen lagres i
1AR3%.

C12 50: man adderer mente + 1 ciffer fra hver addend.

C1260-1270: opspaltning i sum og ny mente.

C122 0: Ved at addere 1 gang mere end antal cifre i noget af tallene

undgér man beskrivelse af, at menten skal med som ciffer, nar man

adderer sidste gang.

Vi ser nu pa multiplikation. Her anvender man ogsd samme princip pa
computeren som ndr man regner “i hinden” ; men man udferer multi-
plikation og addition samtidigt for at spare plads i maskinen.

{990-1200 er udfert multiplikationen i p-ligningen. K9%% er
additionsmenten; K7% er multiplikationsmenten. a3 er som for sagt lagret
i array IAA%; denne anvendes som multiplikator; p er lagret i IAR2%;
denne bruges som multiplikand. Produktet lagres i IAR3%, dette array er
“nulstillet” for starten pa multiplikationen.

{1080 og S1120: disse udtryk udferer forskydningen mod venstre.

C1030: Bédde ved multiplikation og addition gir man 1 skridt
leengere end antallet af cifre i multiplikanden for at undga en beskrivelse
af, at menten skal med i produkt og sum sidste gang.

Efter multiplikationen er udfert findes antal cifre i produktet
({ 1150-1200).

Slutningen af programmet { 1940-2140 behandler skift til naeste
segjle. Her skal kun bemarkes en enkelt ting. Man skelner mellem sgjle 3
og de folgende. For man kan beregne p3og ¢3 ma man som for sagt spalte
a3Plplqi og g2 op i cifre og bestemme cifferantal. Efter at p3og ¢3 er
beregnet er de allerede spaltet op i cifre; og man bestemmer deres cifferan-
tal umiddelbart efter. C550-920 kan derfor overspringes for «>3. an skal
spaltes op i cifre for alle n, da denne sterrelse bliver beregnet ved hjelp af
computerens almindelige rutine til fixed-point regninger.

Christian Marcussen er cand.
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vedfag. Arbejder ved Observa-
toriet for Rumforskning i Rude
Skov ved Birkered. Har gennem
flere ar lejlighedsvis som hobby
arbejdet med talteoretiske
problemer pa computer.

10 T1%

20 C

0%=100

30 DIM IAA%(CO%)
40 DIM IARI1S%(CO%
50 DIM IAS1%(CO0%
60 DIM IAR2%(CO%

80 DIM IAR3%(CO%

)
)
)
70 DIM IAS2%(CO0%)
)
)

90 DIM IAS3%(CO0%

330

400
410

420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
820

830 K1
840
850

D1%=13
PRINT
PRINT "D=";D1%

$—K1%

IF K2%=0 GOTO 2160
IF K2%<0 GOTO 240
K5%=N9%

K3%=K1%

K4%=K2%

GOTO 150

5
1

o° de

PRINT "N=";N10%
PRINT "P=";P1l%;
Q1%; ",

a=";A

$+P2%) \Q2%
1$*A2%+1

PRINT "N=";N10%

PRINT "P=";P2%;", QO=";

02%;", a=";A2%;", p
%", g=";52%

N10%=N10%+1

2%*Q2%-P2%

1%-P3%A2

IF Q3%>1 GOTO 480

IF N10% MOD 2=1 THEN T1%=1

A3%=(A1%+P3%)\0Q3%
IAA% (1)=A3% MOD 10
K1%=A3%\10

IAA% (2)=K1% MOD 10
K1%=K1%\10

IAAS% (3)=K1%

IF N10%>3 GOTO 930
FOR N1%=1 TO 5
K1%=R1% MOD 10
R1%=R1%\10

IAR1% (N1%)=K1%
K1%=R2% MOD 10
R2%=R2%\10

IAR2% (N1%)=K1%
K1%=5S1% MOD 10
51%=51%\10

IAS1% (N1%)=K1%
K1%=S2% MOD 10
S52%=52%\10

IAS2% (N1%)=K1%
NEXT N1%

K10%=6

K10%=K10%-
K1%=IAR1% (K10%)
IF K1%=0 GOTO 700
C10%=K10%
C1l1%=C10%+1
K10%=6
K10%=K10%-1
K1%=IAR2% (K10%)

IF K1%=0 GOTO 760
C12%=K10%
C13%=C12%+1
K10%=6
K10%=K10%-1
$=IAS1% (K10%)
IF K1%=0 GOTO 820
C14%=K10%

890
900
910

K1%=IAS2% (K10%)
IF K1%=0 GOTO 880

o

930
940
950
960
970
980
990
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080

K10%=6
K10%=K10%-1
K1%=IAA% (K10%)
IF K1%=0 GOTO 940
C8%=K10%
C9%=K10%+1
FOR N2%=1 TO C9%
K9%=0
K7%=0
K8%=IAA% (N2%)
FOR N3%=1 TO C13%
K1%=IAR2% (N3%)
K2%=K8%*K1%+tK7%
K3%=K2% MOD 10
K7%=K2%\10
K5%«IAR3% (N2%+N3%—1]

1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750

1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820

1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910

1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070
2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160

K6%=K3%+K5%+K9%
K1%=K6% MOD 10
K9%=K6%\10

IAR3% (N2%+N3%-1) =K1%
NEXT N3%

NEXT N2%
K10%=C13%+4
K10%=K10%-1
K1%=IAR3% (K10%)

IF K1%=0 GOTO 1160
C18%=K10%
C19%=K10%+1

K3%=0

FOR N1%=1 TO C19%
K1$=IAR3% (N1%)
K2%=IAR1% (N1%)
K4%=K1%+K2%+K3%
K1%=K4% MOD 10
K3%=K4%\10

IAR3% (N1%)=K1%
NEXT N1%

K1%=IAR3% (K10%)

IF K1%=0 GOTO 1310
C18%=K10%
C19%=K10%+1

FOR N2%=1 TO C9%
K9%=0

K7
K8%=IAA% (N2%)

FOR N3%=1 TO C17%
K1%=IAS2% (N3%)
K8%*K1%+K7%

% MOD 10
K7%=K2%\10

K5%=IAS3% (N2%+N3%-1)
K6%=K3%+K5%+K9%

K1 6% MOD 10
K9%=K6%\10

IAS3% (N2%+N3%-1)=K1%
NEXT N3%

NEXT N2%

K10%=C17%+4

K10%
K1%=IAS3% (K10%)

IF K1%=0 GOTO 1530
C20%=K10%
C21%=C20%+1

K3%=0

FOR N1%=1 TO C21%

IAS1% (N1%)

1%+K2%+K3%
4% MOD 10

K3%=K4%\10

IAS3% (N1%)=K1%

NEXT N1%

K1%=TAS3% (K10%)

IF K1%=0 GOTO 1680
C20%=K10%
C21%=K10%+1

PRINT
PRINT
PRINT
03%; ",
K6%=0
PRINT "p=";

FOR N1%=1 TO C18%
K6%=K6%+1

K1%=TAR3% (C18%-N1%+1)
PRINT K1%;

IF K6% MOD 25=23
THEN PRINT

NEXT N1%

PRINT

PRINT "g=";

K6%=0

FOR N1%=1 TO C20%

K6%=K6%+1

K1%=IAS3%(C20%-N1%+1)

PRINT K1%;

IF K6% MOD 25=23
THEN PRINT

NEXT N1%
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o
o
N
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TO C19%

FOR N
IAR1S
IAR2% (
IAR3% (N
NEXT N
FOR N1%=1 TO C21%
IAS1% (N1%)=IAS2% (N1%)
IAS2% N1%)=IAS3% N1%)
IAS3% (N1%)=0

NEXT N1%

3

3
A2%=A3
1

(

1
%
%
%

1
1
1

o

IF T1%=0 GOTO 420
END



