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Newtons gravitationslov,

er et udtryk for kraften mellem to legemer (med
masserne M og m), der befinder sig i afstanden r fra
hinanden. Det var epokegegrende at Newton kunne
preesentere denne forholdsvis simple relation i den
farste udgave af "Principia” i 1687. Men mindst lige sa
vigtigt var det at Newton ud fra denne gravitationslov
var i stand til at udlede Keplers tre love, som Kep-
ler tidligere var naet frem til ud fra Tycho Brahes
observationer. Keplers love beskriver, at planeterne
I Solsystemet beveeger sig rundt om Solen i ellipse-
formede baner, pa en regelmaessig made. Men faktum
er, at ligesom Keplers love kun geelder for den relative
bevaegelse af to legemer, geelder Newtons gravitations-
lov for kraften mellem to legemer. Vil man derfor be-
handle dynamikken af et system med mere end to lege-
mer, som f.eks. Solsystemet, bliver den ellers simple og
ordnede ligning (1) forvandlet til et yderst kompliceret
system, hvor Keplers love kun er en approksimation til
den faktiske dynamik.

Newtons gravitationslov har saledes givet, og giver
stadig veek anledning til adskillige store hovedbrud. M
skal saledes her se pa nogle af de overraskende store
udfordringer der ligger gemt i gravitationsloven.

Hvirvler og gravitation

Da Newton formulerede sin gravitationslov, var man
ikke umiddelbart overbevist om dens rigtighed. Gravi-
tationsloven var ganske vist en kvantitativ teori for vek-
selvirkningerne mellem planeterne og Solen og Kep-
lers tre love kunne udledes fra den. Men samtidig var
den ikke intuitivt indlysende, i og med at den ikke re-
degjorde for hvordan en kraft blev overfart fra et legeme
til et andet.

René Descartes havde tidligere fremsat sin hvirvel-
teori, en teori som sagde at rummet mellem plane-
terne var fyldt med noget sarligt stof, ateren, som
drejede rundt om Solen i nogle store hvirvler, og sam-
tidig fik planeterne til at beveege sig. Denne hypotese
er intuitivt forstaelig, da planeternes bevaegelser saledes
kunne forklares med pavirkningen fra et stof som selv i
tidernes morgen var sat i beveegelse. Newtons gravita-
tionslov er derimod en abstrakt starrelse, som opererer
med det vage begreb “kraft”, der i sig selv ikke giver
nogen starre forstaelse af fysikken bag bevaegelserne.
Som sadan stiller gravitation sterre krav til den intellek-
tuelle fantasi end hvirvler.
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Begge disse hypoteser manglede dog overbevisende
argumenter.  Man havde observeret at kometerne
bevaegede sig i samme slags baner som planeterne,
men pa tveers af planetbanerne.  Tilstedevarelsen af
en ater matte imidlertid betyde at kometerne pga.
gnidningsmodstanden métte blive bremset op i deres
bevagelse og falde ind mod Solen, hvilket dog ikke
passede med det observerede.

Tilsvarende viste det sig at Newtons gravitationslov
tilsyneladende ikke stemte overens med observation-
erne. Den kunne ganske vist redegere for beveegelsen
I store treek, svarende til Keplerbevaegelsen, men der
var nogle sma variationer i planeternes beveegelser,
udledt vha. tusind-ar gamle observationer af planeterne
og sol- og maneformarkelser. Disse variationer synes
ikke umiddelbart at kunne hidrgre fra gravitationsloven
alene.

Newton selv foreslog at disse variationer i isaer
Manens beveegelse matte skyldes aendringer i planet-
ernes masser, som fglge af gasser fra Solen og kometer
der faldt ned pa planeterne, eller ogsa at Solen blev let-
tere med tiden. Et mere raffineret forslag blev fremsat
af Clairaut (1713-1765, se ogsa figur 1), som foreslog
at gravitationskraften matte beskrives ved et yderligere
afstandsafheengigt pr-led, ud over det enlige pj-led i (1),
en idé som ogsa blev taget op af Leonhard Euler.

Men som det skulle vise sig, sa var arsagen til
forskellen mellem teori og observationer den, at man
havde undervurderet problemets karakter. Newtons
gravitiationslov resulterer ganske vist i den smukke
Kepler-bane, som en planet i kredslgb om Solen ville
folge hvis de ellers var alene. Men planeten vek-
selvirker ogsa med de @vrige planeter i Solsystemet,
og disse vekselvirkninger er man ogsa nedt til at tage
hgjde for, nar man vil opskrive den totale kraft, der
virker pa en given planet. Vekselvirkningerne planet-
erne imellem er dog blot sma perturbationer, dvs.
forstyrrelser, af vekselvirkningen planet-Sol. Det var
derfor helt naturligt at man sa bort fra disse sma per-
turbationer. Perturbationeme har nemlig ikke kun den
effekt, at de forstyrrer planeternes bevaegelser og far
dem til afvige fra Keplers love og de rene ellipse-
baner: Perturbationeme ger ogsa de ligninger man
skal lgse umadeligt komplicerede, og rent matema-
tisk var tiden ikke moden til at handtere perturba-
tionsproblemer.  Det var dog Clairaut, som i 1749
naede frem til at man ved at forbedre sine approksima-
tioner, teoretisk kunne redeggare for naesten hele Manens
bevaegelse, udelukkende ved brug af Newtons gravita-
tionslov. At hans beregninger var yderst avancerede for
hans tid afspejler sig i, at da Leonhard Euler i 1751
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endelig forstod Clairauts metode, skrev han til ham, at
“Denne opdagelse er den vigtigste og mest dybsindige
I matematikkens historie”. For Clairaut havde ikke
blot som den farste beskrevet Manens beveegelse ana-
Iytisk, han havde ogsa vist at Newtons gravitationslov
var nok til at redeggre for Manens bevaegelse, og at
der ikke var brug for hvirvelteorier eller pr-led, uanset
hvordan kraftoverferslen mellem planeterne ellers fandt
sted. Den analytisk-kritiske holdning sejrede saledes
over hvad man intuitivt havde forventet.

Figur 1. Alexis Clairaut (1713-1765), den farste til at re-
degere for Manens bevagelse ud fra Newtons gravitations-
lov.

Solsystemets stabilitet

Perioden omkring Clairaut var i det hele taget praeget
af en stor udvikling, iser drevet frem af den kendte
matematiker Leonhard Euler, hans sgn Johann Albrecht
Euler, Charles Euler, Jean d'Alembert. Pierre-Simon
Laplace og Joseph-Louis Lagrange, med udvikling
af mere og mere raffinerede matematiske metoder.
Laplace og Lagrange kunne hand i hand saledes udar-
bejde et bevis pa Solsystemets stabilitet. De paviste at
variationerne i den halve storakse, eccentriciteten og
tangenten til inklinationen af planetbanerne, se boks
1, udelukkende var periodiske. Det betyder at planet-
banerne ganske vist endrede sig ifnt. en Kepler-bane,
men i og med at aendringerne var periodiske med be-
greensede amplituder, ville Solsystemet veere stabilt,
dvs. planetbanerne ville se ud som de altid havde gjort.

Dette var samtidig udtryk for en deterministisk
grundtanke; hvis man kendte planeternes tilstand til en
given tid (dvs. deres masser, positioner og hastigheder),
sa ville man kunne beregne tilstanden til et hvilket som
helst givet tidspunkt.
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Boks 1. Baneelementer

| stedet for at beskrive en planets bevaegelse ved
dens position og hastighed kan man i stedet for
benytte de sakaldte baneelementer. Af disse er

den halve storakse a halvdelen af ellipsebanens
leengde, og inklinationen i angiver haldningen af
banen ifnt. en referenceplan. Eccentriciteten e

forteeller noget om hvor meget banen afviger fra
en cirkel. Er e = 0 er banen cirkelformet, er e teet
pa ler banen meget elliptisk. Fore = loge > 1
er banerne hhv. parabolske og hyperbolske.

Delaunays maneteori

Udvikling af de nye matematiske metoder ferte ogsa il
udviklingen af den kanoniske perturbationsteori, hvor
man behandler banevariationeme ved at undersgge per-
turbationerne af energien af systemet. Hgjdepunktet af
disse metoder var Delaunays matematiske beskrivelse
af Manens bevaegelse (se boks 2). Delaunay var fra
starten blevet fraradet at kaste sig over dette arbejde,
da man mente at det ville overstige den menneskelige
formaen. Men opmuntret af sine personlige stetter gik
han igang med arbejdet, og 20 ar senere, i 1860, blev
farste bind af hans beregninger publiceret, efterfulgt af
andet bind i 1867. Hans arbejde er enestaende, og et
godt eksempel pa udviklingen siden diskussionen om
hvirvelteori kontra newtonsk gravitation.

Opdagelsen af Neptun

Gravitationsloven skulle preves endnu engang. Uranus
blev opdaget i 1781, men uregelmaessigheder i dens
bane gav anledning til undren, og man begyndte at
overveje om disse uregelmeessigheder kunne skyldes
et pr-led, ateren eller en hidtil uopdaget planet. Man
havde altsa endnu ikke sluppet den gamle tankegang
helt, men fandt det neerliggende at der ganske enkelt
matte vaere mere mellem himmel og jord end Newtons
gravitationslov. Rent faktisk var et problem af denne art
et omvendt perturbationsproblem. Hidtil havde man ud
fra Newtons gravitationslov bestemt perturbationerne af
en planets bane, og regnet sig frem til banen af planeten.
Nu havde man observeret banen, og skulle sa regne sig
frem til perturbationerne.

Adams fra Cambridge og Leverrier i Paris regnede,
uafhaengigt af hinanden, frem til positionen af en evt.
uopdaget planet. Adams var farst med sine beregninger,
ca. et ar far Leverrier, men Leverrier sendte resultatet af
sit regnestykke til b.la. Galle i Berlin, som havde det
nyeste og bedste stjernekort til sin radighed. Fa dage
efter, den 26. september 1846, kunne Galle som den
farste observere og identificere den nye planet, Nep-
tun. Adams forsggte ogsa at sette gang i en engelsk
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eftersagning af den uopdagede planet, men formdede
ikke at fa sine omgivelser til at foretage en helhjertet
indsats.

Denne mangel pa motivation veaekker undren, og
var arsag til de mest forbitrede stridigheder, bade in-
ternt i England og pa tveers af Den engelske Kanal.
Ifglge Smart (side 28, se referencerne), skal direktaren
for Cambridge observatoriet. James Challis, have sagt
at “‘det var sa ny en ting at foretage observationer
udelukkende i tiltro til teoretiske udledninger, og at
mens det var sikkert at det ville involvere meget arbejde,
synes succes at veere tvivisomt™”, Om Challis’ udtalelse
blot er en darlig undskyldning skal jeg lade veere usagt.

Boks 2. Eksempel pa en raekkeudvikling

Men hvis han mente det alvorligt, er det yderst interes-
sant at den episode skulle opsta, netop ien periode, hvor
den celeste mekanik gennemgik den starste udvikling,
rent matematisk, men hvor man endnu ikke havde vaen-
net sig til den nye tankegang. Newtonsk gravitation var
stadig en mental udfordring 200 ar efter “Principia”.

Netop opdagelsen af Neptun er der skrevet meget
om, ikke mindst pga. de stridigheder, der opstod i
kelvandet af opdagelsen. Desuden heevdes det af og
til, at opdagelsen i hgj grad skyldtes en raekke heldige
omstzendigheder. Men hvordan det end forholdt sig, sa
blev opdagelsen et stort mentalt fremskridt for den new-
tonske gravitation.

Dette eksempel er en forkortet udgave af Delaunays perturbationsfunktion for Manen, hvor man udover
pavirkningen fra Jorden (de umarkede starrelser) medtager perturbationen fra Solen (de meaerkede starrelser).
Eksemplet gar til anden orden i eccentriciteterne (e og €") og inklinationerne (/ og y —sin” og tilsvarende
for y'), og bestar af 25 periodiske led. Delaunays oprindelige system gar til . orden, dog medtagende enkelte
9. og 10. ordens led, og bestar af 320 periodiske led. Til sammenligning gar Jacques Laskars ligningssystem
for planeterne i Solsystemet (undtagen Pluto) til 5. orden mht. eccentriciteterne og inklinationerne, og til anden
orden mht. planetmasserne, og bestar af 153.824 led, dvs. lidt mere end 6000 gange sa mange led som vist i
dette eksempel. Der er ca. 400 ar imellem Keplers love om planeternes uperturberede beveegelse, og Laskars
perturbationsligninger for planeterne i Solsystemet (undtagen Pluto).
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Den eftertenksomme periode

Selvom fremskridtene var serdeles store, sa var der al-
ligevel nogle detaljer, der manglede at komme pa plads;
newtonsk gravitation skulle ogsa gennemga en periode
preeget af eftertanke.

Farst var der Leverriers opdagelse af Merkurs bane-
drejning i 1855. Opdagelsen skulle vise sig at tilhare
en anden tid med andre udfordringer, i og med den farst
blev forklaret med Einsteins generelle relativitetsteori
fra 1915. Rummets krumning er i sig selv en perturba-
tion af den newtonske gravitation. Sa i den forstand fik
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skeptikerne, ironisk nok, ret i at der manglede et pj—led.

Anderledes problematisk forholder det sig med Sol-
systemets stabilitet. Laplace og Lagrange havde i deres
arbejder opstillet analytiske udtryk for visse af baneele-
menternes opfarsel. Disse udtryk bestod af reekkeud-
viklinger, dvs. summer af trigonometriske funktioner,
jvir. boks 2. Beviset var dog kun formelt, for i praksis
havde man ikke nogen fornemmelse af om disse reekker
var konvergente, dvs. om reekkeudviklingerne egentlig
gav mening.

Henri Poincaré var en af de meget store bidragydere
til den celeste mekanik; hans “Les Méthodes nouvelles
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de la Mécanique céleste” i tre bind fra 1892-1899 lagde
grundlaget for den efterfalgende udvikling, bade inden
for celest mekanik og inden for dele af matematikken.
Poincaré tog konvergensproblemet under behandling,
og kunne konkludere, at de anvendte reekkeudviklinger
kun var semi-konvergente, dvs. de var kun gyldige un-
der visse forudseetninger, og kun i begraensede tidsinter-
valler. Med Poincarés resultat er det saledes ikke muligt
at komme med nogen konklusion pa Lapiaces og La-
granges arbejde. Problemet med Solsystemets stabilitet
var altsa stadig abent. Fremskridtet havde resulteret i
ny viden, der havde reduceret den gamle.

Efter Poincaré kom der en ny tid, hvor udvikling-
en inden for den nu noget halte celeste mekanik, ikke
synede af meget i forhold til den eksplosive udvikling
der fandt sted inden for andre dele af videnskaben, pa
trods af de vaesentlige problemer, der endnu stod ulgste.
Den celeste mekanik viste sig efterfalgende at kreeve
endnu en grad af abstraktion, og na et endnu hgjere ud-
fordringsniveau.

KAM-satningen

Ideerne om kaos, der tog form i midten af det
tyvende arhundrede havde ogsa deres afsmitning pa as-
tronomien. Et vigtigt resultat blev KAM-sztningen,
fremsat af Kolmogorov i 1953, og bevist af Moser i
1962 og Arnold i 1963. Resultatet er en videreud-
vikling af Poincarés arbejde, men bygger pa forholdsvis
komplicerede matematiske metoder. Newtons gravita-
tionslov var stadig det underliggende grundlag, selvom
den kan synes forsvundet i abstraktionerne og de
generelle metoder. KAM-s&tningen siger, at under
visse betingelser vil det for et perturberet system veere
muligt at finde lgsningerne til systemet. Dvs. at hvis
planeterne i Solsystemet opfylder KAM-s&tningens
betingelser, vil det veere muligt at opna gyldige beskri-
velser af planeternes baner. For stabilitetsproblemets
vedkommende er KAM-sztningen dog blot et spring-
breedt til den videre udvikling. Det er nemlig ikke be-
vist at Solsystemets planeter opfylder KAM-satningen,
sa umiddelbart er man ikke naet lgsningen naermere.
Men man er begyndt at fa en fornemmelse af den
overordnede dynamik, og af at der maske skal nogle
meget radikale og nye veerktajer til.

Kaos i Solsystemet

Det var farst ved fremkomsten af tilstreekkelig digi-
tal regnekraft, at man kunne undersgge gravitations-
loven direkte, uden ferst at veere tvunget til at op-
skrive de store analytiske udtryk fra den traditionelle
celeste mekanik. De farste speede beregninger af plane-
ternes baner blev foretaget omkring 1980erne, hvor
man beregnede banerne over perioder af nogle millioner
ar. Selv dette er dog en ikke-triviel opgave, da de ydre
planeter beveeger sig meget langsomt, mens Merkur
Igber igennem sin bane utroligt hurtigt. Nar man regner
direkte pad den newtonske gravitationslov er systemet
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derfor forholdsvist inhomogent, hvilket vanskeliggar,
ja naermest umuligger, beregningerne for de lange tids-
perioder man har brug for, for at kunne fglge planet-
banerne, og afgare om Solsystemet er stabilt.

Gennembruddet kom i 1989, som falge af et serde-
les useedvanligt arbejde udfert af Jacques Laskar.
Laskar anvendte en kombination af de klassiske
reekkeudviklinger og computerkraft. Ferst udviklede
han et computerprogram der kunne hjeelpe ham med
at handtere de store udtryk. Han brugte dette pro-
gram pa Solen og planeterne i Solsystemet (undtagen
Pluto), og opskrev ligningerne for variationerne i ba-
neelementeme, heriblandt eccentriciteteme og inkli-
nationerne, som falge af planeternes indbyrdes vek-
selvirkninger.

Resultatet af dette var et overordentligt stort lig-
ningssystem, som passende kunne anvendes til at
beskrive planeternes beveegelser. Fordelen ved dette
system er, at man i stedet for at beregne planeternes po-
sitioner i deres baner, ser pa variationerne af formerne
af banerne. Saledes har dette veeldige ligningssystem,
pa trods af den uhyre kompleksitet, en homogen struk-
tur, og kan fodres ind i en computer, der kan forteelle
noget om, hvordan Solsystemet andrer sig dynamisk
over perioder pa millioner, ja endog milliarder, af ar.

Den farste konklusion pa dette arbejde blev praesen-
teret i en beskeden artikel i Nature i 1989, hvor Laskar
kunne berette, at Solsystemet er overordentligt kaotisk,
i forhold til dets forventede levetid.

Dette illustreres meget fornemt af hans anden kon-
klusion fra 1994, nemlig at det ved en udvalgt serie
af beregninger lykkedes at smide Merkur ud af Solsys-
temet. Man skal dog veere forsigtig med at konkludere
noget direkte ud fra disse beregninger, for systemets
kaotiske natur tillader ikke nogen direkte konklusion pa
stabilitetsproblemet.

Hvor man i tiden efter Newton, med hgjdepunktet
I Lagranges og Laplaces arbejde, forventede at New-
tons gravitationslov rummede svaret pa alt vedrgrende
ting der bevaegede sig, har man siden fremlaeggelsen af
KAM teorien og ideen om kaos, taget udgangspunkt i
netop den kaotiske natur af systemerne. Laskars arbej-
de er revolutionerende, i og med man med dette arbej-
de har faet en handfast demonstration af Solsystemets
kaotiske natur. Stabilitetsproblemet er saledes blot en
del af det overordnede aspekt af dynamikken af planet-
erne i Solsystemet. Om Solsystemet er stabilt eller g
er ikke noget man skal forvente at fa et direkte svar
pa, problemet i dets oprindelige formulering herer groft
sagt til Laplaces og Lagranges tid. Til gengeeld har
den menneskelige forstaelse af Newtons gravitationslov
taget endnu et stort skridt fremad.

En rengessance inden for den celeste mekanik ses ne-
top for tiden, hvor man med stor energi, med den nye
forstaelse i ryggen, studerer dynamikken af asteroider
og kometer. Ikke mindst de sakaldte “Near-Earth Ob-
jects”, NEOQer, har stor bevagenhed, da de er objekter
som udgar en potentiel risiko for at kollidere med Jor-
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den. Disse sméaplaneter udviser en lang raekke inter-
essante dynamiske egenskaber, der skyldes deres sméa
masser, og deres baner, som bl.a. gar pa tvaers af Sol-
systemets store planeter.

Perspektiv

Den fornyede interesse for dynamiske problemer i Sol-
systemet gor det ekstra interessant at forsgge at se ud-
viklingen lidt fra oven. Man kan ofte gribe sig selv i at
overse Newtons gravitationslov, hele den udvikling den
har medfart, og den fundamentale fysik der ligger i den.
Men jeg synes at man af og til skylder sig selv, og ikke
mindst Newton og hele den celeste mekanik, at tenke
lidt tilbage pa hvordan det hele startede, pd den enorme
udvikling der har fundet sted, og pa de imponerende re-
sultater og fundamentale erkendelser man har opndet,
ikke mindst i vores egen tid.

Hvis man gik og troede at newtonsk gravitation var
en simpel sag, og et hurtigt overstaet kapitel, hdber jeg
hermed at have vist det modsatte.
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Efterarsprogram i SNU

Efterarets mgdeprogram har “Modellering” som gen-
nemgéende tema - taget i bred forstand:

Mandag, den 30. oktober:
Virksomhedsbesgg med modelleringstema.
Tid og sted annonceres senere.

Mandag, den 20. november kl. 19.30:
Foredrag om grundvandsmodellering.
v/Lektor Ole Larsen, Geologisk Museum.
Foredraget holdes pd Geologisk Museum.

Mandag, den 11. december kl. 19.30:

Solsystemets opstaen

v/Fektor Jens Martin Knudsen, @rsted Laboratoriet.
Foredraget holdes pad H.C. @rsted Instituttet.

Alle er velkomne til selskabets foredrag. Fore-
spargsler angdende mgderne kan rettes til Bente Egaa,
UNI-C, tIf. 35 87 88 04 eller e-mail: bente.egaa@uni-
c.dk. Eventuelle @ndringer i programmet kan leses pa
SNUs hjemmeside: www.snu.nbi.dk
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