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Inverse problemer - det at kunne drage konklusioner om fa&enomener i naturen ud fra data - er en rygrad i videnskab
og teknologi. Rakken af succeser pa dette omrade er lang, men hvor gar grensen for vores erkendelse gennem
data? Dette er, hvad teorien for inverse problemer sgger at give svar pa.

Hadamard og de “darligt stillede spgrgsmal”

Efter nogle produktive ar i Bordeaux vendte den franske
matematiker Jacques Hadamard i 1897 tilbage til Paris.
Som dengang 32-arig havde han slaet sit navn fast som
en af Europas fgrende matematikere, serligt gennem
sine bidrag til klassisk analyse, og ikke mindst for sit
bevis for primtalsteoremet i 1896.1de efterfalgende ar
koncentrerede Hadamard sig om problemer i den ma-
tematiske fysik, serligt partielle differentialligninger,
variationsregning og grundlaget for funktionalanalyse.
Det var i disse ar, at han gjorde en vigtig opdagelse, der
skulle &ndre vores opfattelse af begraensningerne for,
hvad den matematiske fysik kan lere os om strukturer
0g processer i naturen.

Figur 1. Jacques Hadamard.

Hadamard studerede inverse problemer, altsa pro-
blemer, hvor man gnsker at bruge maledata til at be-
regne fysiske objekters indre struktur. Han var sarligt
interesseret i teorien for varmeledning - en teori, der
var blevet grundlagt af Joseph Fourier i 1822. Kernen
i denne teori var varmeledningsligningen, hvis lgsning
allerede var velbeskrevet af Fourier og en rekke andre
matematikere op gennem 1800-tallet. VVarmelednings-
ligningen var et stort fremskridt med mange tekniske
anvendelser, og man kendte til en rekke vanskeligheder
ved at bruge ligningen til at regne temperaturen ud bag-
leens i tiden, og ved at ekstrapolere temperaturen veek
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fra eksisterende malepunkter. Man antog imidlertid, at
dette problem var et spgrgsmal om at male ngjagtigt
nok, men Hadamard havde faet en mistanke om, at
problemet var langt starre og mere alvorligt, end nogen
havde forestillet sig!

ar i
Tx 0 =0 77 =7sin(nX)

» X

dzr dzr_
dx2 dy2

y

Figur 2. Hadamards varmeledningsproblem.

Hadamard studerede lgsninger til varmeledningslig-
ningen i det simple tilfeelde, hvor temperaturfeltet er
konstant i tiden. Under disse forhold reduceres lignin-
gen til Laplace-ligningen, og Hadamards bekymringer
var rettet mod den indflydelse, randbetingelserne havde
pa det beregnede temperaturfelt. Figur 2 viser et omra-
de, fx underjordoverfladen, hvor temperaturen varierer,
men hvor der ingen andringer er i tiden. 1dette omrade
hersker Faplace-ligningen d2T/dx2 + 82T/dy2 — 0
og pé jordoverfladen (y = 0) antager vi, at vi har malt
temperaturen til T — 0 og varmestrgmmen gennem
jordoverfladen til —dT/dy — (1/n)/sin(nx). Altsa
en periodisk variation langs overfladen med amplitude
1/n og bglgetal n. Figur 3 viser Igsningen til dette tem-
peraturproblem for tre forskellige bglgeleengder 2ir/n
(n = 6,7,8) af varmestrammen ved overfladen. | dette
eksempel falder bade starrelsen og bglgelengden af den
varierende varmestrgm ved overfladen med n (pa grund
af de sma varmestremme ses dette dog ikke pa figurer-
ne). Vi ser her det overraskende, at pa trods af faldende
varmestrgm ved overfladen, vokser amplituden af de
forudsagte temperaturvariationer eksplosivt med n for
store veerdier af yl Den fulde Igsning til problemet ser
saledes ud:

T(x,y) = F;(sin(nar) sinh(ny), (1)

hvoraf det ses, at amplituden af temperaturvariationerne
for store veerdier af y kan blive vilkarlig store, blot
man velger n tilstrekkeligt stor. Dette fglger af, at
funktionen sinh(ny) — (eny —e~ny)/2 vokser meget
hurtigt med y.
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Figur 3. Lasninger til Hadamards varmeproblem for tre bglgetal (n =+, 7 0g ¢ ) for varmestremmen ved overfladen. Overfladen er
ved y = 0 i nederste venstre del af figurerne. Bemerk den eksplosive forsterkning af amplituden ved y = 1.9 for voksende n.

Konsekvenserne af dette feenomen er dramatiske:
Hvis man forestiller sig malinger af temperatur og var-
mestrgm gennem overfladen af et objekt, og hvis man
gnsker at bruge disse data til at beregne temperaturen
inde i objektet, sa kan selv den mindste kortbglgede ma-
lestgj medfere gdelseeggende fejl i beregningen og gore
resultatet helt ubrugeligt! Hadamard kaldte problemer
med denne egenskab ill-posed problems (“darligt stil-
lede spargsmal”). “Ill-posedness” er typisk for mange
inverse problemer og satter en principiel grense for,
hvilken information der kan uddrages af maledata.

Hvad skal man stille op, nar man har med et ill-
posed-problem at ggre? Lad os formelt opskrive det
inverse problem som en ligning

d = g{m), ()

hvor d er data (i Hadamards problem de observerede
temperaturer og varmeledningsverdier ved overfladen),
m er de ubekendte (fx temperaturerne for en stor veerdi
afy), og g den funktion, der afbilder m over i d. Det
inverse problem er at finde m, ndr vi kender d og g.
Hadamards resultat kan saledes beskrives ved, at selv
inverse problemer, der har en entydig lgsning, kan have
den egenskab, at hvis data er forurenet med stgj n, kan
vilkarligt store fejl i lgsningen m frembringes af selv
den mindste stgj n, hvis fx n er tilstreekkelig kortbglget.

Flere metoder til at omdanne et ill-posed-problem
til et well-posed-problem er blevet foresldet gennem
tiderne. Alle metoder har det tilfeelles, at de omfor-
mulerer problemet, sd det nye problem pa den ene
side kun har lgsninger, der er fysisk acceptable (fx er
lavfrekvente og har begrensede udsving), men som pa
den anden side ikke ngdvendigvis tilfredsstiller ligning
(2) helt. For linezre inverse problemer, hvor ligning (2)
er en matrix-ligning d = Gm, forslog den russiske
matematiker Andrey Tikhonov allerede i 1943 fglgende
omformulering [1]:

d=Gm —> GTd=(GTG + A)m (3

hvor A er et lille, positivt tal, der justeres saledes, at
lgsningen m ser “fornuftig” ud (et subjektivt valg!).
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Prisen for en sddan omformulering er, at lgsningen kun
forklarer data tilnermelsesvis. | Hadamards varmeled-
ningsproblem vil Tikhonovs metode fx betyde, at de
kraftige variationer i temperaturen for store vaerdier afy
bliver dempet. Derved kan de kortbglgede variationer i
varmestremmen ved overfladen ikke genskabes. Dette
dilemma kan imidlertid vere til at leve med, hvis vi
i forvejen ved, at de kortbglgede variationer i varme-
stremmen ved overfladen udelukkende er stgj.

Problemer med mange lgsninger

I1l-posedness er kun én af de markante egenskaber, der
karakteriserer inverse problemer. Et andet karakteristisk
problem er, at inverse problemer ofte har (maske uende-
ligt) mange lgsninger, der forklarer maledata ngjagtig
lige godt. Undertiden er det nemt at afgere, om lgsnin-
ger er entydige eller flertydige (fx hvis lineare ligninger
beskriver sammenhangen mellem m og d), men i
andre situationer kraever det dybtgdende matematiske
undersggelser.

Figur 4. Et 2-dimensionalt, planart trommeskind fi, hvor
randen er den lukkede kurve 80..

Et bergmt eksempel pa dette kan findes i Marc Kacs
artikel fra 1966 med titlen “Can one hear the shape of
a dram?” [2]. Kac var interesseret i spgrgsmalet, om
det er muligt at bruge egensvingningerne af et fysisk
objekt, fx et trommeskind, til at bestemme objektets
form. Problemet viste sig at vaere uhyre vanskeligt og
forblev ulgst i mange a&. Ejendommeligt nok havde
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man allerede besvaret spgrgsmalet for 16-dimensionale
trommeskind! John Milnor fra Princeton havde nemlig i
1964 bevist, at formen af visse typer af 16-dimensionale
trommeskind ikke kunne bestemmes ud fra spektret,
men hans bevismetode kunne desvarre ikke umiddel-
bart overfgres til det 2-dimensionale, planare trom-
meskind [3].

Problemet kan formuleres pa felgende made: Be-
tragt figur 4, som viser et 2-dimensionalt, planart trom-
meskind Q hvis rand er angivet med den lukkede kurve
dQ. Hvis u er den lodrette forskydning af membranen
fra dens hvilestilling, sa opfylder u bglgeligningen

d2u d2u d2u
dx2 dy2 dt2 A

i Q, med randbetingelsen u — 0 pd randen dQ. Hvis vi
sgger en produktlgsning af formen

u(x,y,t) = ip(t)<j=>(xy), ()

finder vi at

t(.r.y.f) = sin(ujt)cj)(x.y) (6)

hvor

d2¢  d24> 2
)

i omréadet Q, og med randbetingelsen € — 0 pa dQ.
Dette er et sdkaldt egenverdiproblem, som kun har
lgsninger for visse vardier af frekvensen u= Dette blev
vist af Hilbert i 1909 og (i en mere generel form) af
von Neumann i 1928. Vi kan formulere dette ved at
sige, at spektret for trommeskindets svingninger er et
“liniespektrum”, dvs. det har kun verdier forskelligt fra
0 i et diskret (men muligvis uendeligt) szt af frekvenser.
Disse frekvenser afhanger af trommens form dQ, s
derfor kan vores inverse problem formuleres som det
at beregne trommens form ud fra kendskabet til alle
egenfrekvenserne: u>i, U2, x3,.... Amplituden for hver
egensvingning indgdr ikke i vores observationer, fordi
de ikke er karakteristiske for trommens form, men kan
variere alt efter, hvor trommen anslas.

Figur 5. To trommeskind med samme egenfrekvenser.
Trommeskindene er begge sammensat af 7 identiske, lige-
benede trekanter.

Farst i 1991 lykkedes det matematikerne David
Webb og Carolyn Gordon fra Washington Universi-
ty, i samarbejde med Scott Wolpert fra University of
Maryland [4], at lgse problemet. Deres svar pa sp@rgs-
malet: “Can one hear the shape of a drum?” er nej.
| deres bevis konstruerede de eksempler pé& par af
trommeskind med identiske egenfrekvenser, og de viste
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dermed, at de diskrete frekvenser i lydspektret ikke
tillader os at bestemme trommeskindets form. Figur 5
viser et af deres eksempler pd trommepar med pre-
cis samme egensvingningsfrekvenser. En lettilgeengelig
udgave af beviset kan findes i [5].

Problemer med en entydig lgsning

Den flertydige lgsning til trommeproblemet betyder lgst
sagt, at der er flere forskellige (ubekendte) kurver i
planen, end der er (kendte) frekvenser i det diskrete
spektrum. Problemet ser dermed ud til at veere “un-
derbestemt”, omtrent som nar vi fx forsgger at lgse 2
ligninger med 3 ubekendte. Det er derfor nerliggende at
spgrge, om der er “middelegenskaber” for trommen, der
kan bestemmes entydigt. Det viser sig faktisk at veere
tilfeeldet.

Areal Omkreds Antal Huller

Figur s . Egenskaber, der entydigt kan bestemmes ud fra en
trommes lyd.

For eksempel viste Herman Weyl [6], at arealet
af trommeskindet kan bestemmes entydigt af egenfre-
kvenserne, og senere lykkedes det Pleijel [7] at vise, at
omkredsen er entydigt bestemt. For polygon-formede
trommeskind viste Mark Kac [2] endog, at antallet af
huller i trommeskindet, dvs. nar randen bestar af flere
lukkede kurver, ogsa kan bestemmes entydigt! Se figur
6.

Inverse problemer i supercomputerens tidsalder

En tredie alvorlig vanskelighed, man stgder ind i, nar
man lgser inverse problemer i forbindelse med viden-
skabelige og tekniske undersggelser, er det forhold, at
funktionen g, der i ligning (2) afbilder de ubekendte
strukturparametre ind i maledata, ofte er s3 kompliceret,
at vi end ikke kan beskrive den med et s&t analytiske
formler. Et eksempel pa dette er, ndr d er seismiske
data observeret ved jordoverfladen efter etjordskelv, og
m er parametre, der beskriver variationer i de elastiske
parametre i Jordens indre. | dette tilfelde kan g kun
repraesenteres ved et computerprogram, der simulerer
balgeudbredelse i den komplekse jord. Vi kender derfor
kun f& generelle egenskaber ved funktionen g: Vi ved
fx, at den er ikke-lineaer og differentiabel, men vi ved
ikke, hvor mange lgsninger eller tilnermede lgsninger,
der er til ligning (2). Desuden er der ingen garanti for,
at de mulige lgsninger og tilnermede lgsninger ligger
teet pa hinanden. Problemer som dette kaldes ofte sterkt
ikke-linezre inverse problemer.

En se&rlig vanskelighed ved mange sterkt ikke-
lineere inverse problemer er, at det tager meget lang
tid, selv pa en supercomputer, at beregne data ud fra
en given m. Umiddelbart kan det derfor virke hablgst
at sgge lgsninger til disse beregningstunge problemer,
men alt hab er ikke ude. Lad os se pa, hvilke metoder,
der ofte sgges anvendt til at tackle denne problemtype.
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Figur 7. Grafen for en misfit-funktion ,S'(m) for et sterkt
ikke-lineert problem med 2 ukendte parametre m =
(mi, m.). Karakteristisk er de mange minima, der repree-
senterer den Kkorrekte lgsning (det dybeste minimum) og
flere “bilgsninger”.

Da vi ikke har et analytisk udtryk for g, er vi henvist
til at bruge sggemetoder til at finde rimelige lgsninger.
Vi definerer fgrst misfit-funktionen, der i sin sinrpleste
form ser séledes ud:

iS(m) = [|[d —g(m)I|2 . (8)

Idéen er nu at konstruere et sggeprogram, der leder efter
et m, der minimerer S'(m). Dermed er m nemlig en
lgsning, eller “nesten en lgsning”, til ligning (2). Seg-
ningen starter med et godt bud mo pa, hvad lgsningen
kunne vere, hvorefter algoritmen tager en raekke skridt

mo —mi —112 —>m{—>eee—>mn 9

indtil misfit 5(mn) er teet pa 0. Hele problemet bestar
naturligvis i at finde ud af, hvordan disse skridt skal
tages. Den simpleste strategi gar ud pa at beregne, i
hvilken retning skridtet skal tages for at reducere star-
relsen af misfittet mest muligt. Denne metode kaldes
steepest descent (stejleste nedstigning), og den bruger
de afledede af S med hensyn til vektoren m\s kom-
ponenter til at finde skridtretningen i hvert trin. Denne
metode kan veere effektiv, hvis man ved, at 5(m) kun
har ét minimum, eller hvis man ved, at mo ligger i
nerheden af det rette minimum. Desvarre er dette langt
fra tilfeldet for mange vigtige inverse problemer, fx
for det ovenfor nevnte seismologiske eksempel. Bruger
man steepest descent til dette problem, skal mo vere s
teet pa den rigtige lgsning, at problemet nasten er lgst
pa forhand!

Lesningen pa dette dilemma var overraskende og
blev opdaget allerede i 1967, meget tidligt i den
moderne computers &ra. Den russiske matematiker
og seismolog Vladimir Keilis-Borok, og den russiske
seismolog Tatiana Yanovskaya fandt, at hvis de lod
computeren afprgve tilfeeldige, mulige lgsninger efter
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en ngje tilrettelagt strategi, kunne de lgse det inverse
seismologiske problem, og samtidig afslgre bilgsninger
til problemet [8], Denne sdkaldte Monte Carlo-metode
havde ydermere den fordel, at man pd en naturlig
made kunne begranse sggningen til fysiske realistiske
Igsninger: Man tillod simpelthen kun computeren at
afprgve acceptable muligheder!

Monte Carlo-metoder blev et vigtigt skridt frem mod
at kortleegge flertydigheden af det steerkt ikke-lineare
problem. Men det er indlysende, at nar beregningen
af 4() i udtrykket for misfittet (8) krever fx en
beregningstung simulering af data, s& er Monte Carlo-
metoder meget ressourcekrevende. Selv supercompu-
tere kan bringes i kna, nar stor-skala inverse problemer
skal lgses. Forskningen koncentrerer sig i disse ar om
lgsning af denne type problemer, men der er stadig
et stykke vej til, at fx inversion af alle indsamlede
seismiske data fra Jorden kan bruges til at frembringe
et detaljeret billede af Jordens indre.

Litteratur

[1] A.N. Tikhonov (1943) On the stability of inverse pro-
blems (in Russian). Doklady Akademii Nauk SSSR, bind
39, nr. 5, side 195--198.

[2] M. Kac (1966) Can one hear the shape of a drum?, Amer.
Math. Monthly, bind 73, nr. 4, del 2, side 16.

[31J. Milnor (1964) Eigenvalues of the Laplace Operator on

certain manifolds. Proc. Natl. Acad. Sci. USA., bind 51,
nr. 4, side 542.

[41 C. Gordon, D. Webb og S. Wolpert (1992) One cannot
hear the shape ofa drum, Buli. Amer. Math. Soc., bind 27,
side 134-138.

[5] SJ. Chapman (1995) Drums That Sound the Same, The
American Mathematical Monthly, bind 102, nr 2, side
124-138.

[6] H. Weyl (1946) The Classical Groups, Princeton Univer-
sity Press, Princeton.

[7] A. Pleijel (1954) A study of certain Green’s functions
with applications in the theory of vibrating membranes,
Ark. Mat., bind 2, side 553-569.

[8] VJ. Keilis-Borok og T.B. Yanovskaya (1967) Inverse
problems in seismology (structural review), Geophys. J.
Royal Astr. Soc., bind 13, side 223—234.

Klaus Mosegaard er professor
i geofysik ved Niels Bohr
Institutet.

Inverse problemer



	2020_4 27
	2020_4 28
	2020_4 29
	2020_4 30

