Riemanns Zetafunktion

Christian Berg

De to vigtigste matemetikere, der har beskadftiget sig med Zetafunktionen, er Euler og Riemann. Den farste fanot
ud &f, at funktionen heenger ngie sammen med primtallene. Den anden gik langt videre og studerede funktionen af
en kompleks variabel. Riemann fremmsatte dentil dato ubeviste hypotese, at funktionens nulpunkter i den komplekse
plan uden for den reelle akse alle ligger pAenlodret linie med realdel \ . Desuden studerede han primtalsfunktionen
(X), der angiver antallet af primtal mindre end x. Baseret pi Riemanns arbejde blev primtalssaetningen bevist i
189%. Den siger, at for store veerdier af x, er «(x) omtrent lig med x / log(ir).

| 1859 skrev Bernhard Riemann (1826-1866) et be-
remt arbejde: “Om antallet afprimtal under en given
sterrelse”. Mange af eftertidens store matematikere
som Hadamard, von Mangoldt, de la Vallée Poussin,
Hardy, Littlewood. Siegel, Harald Bohr, Selberg og
Artin har i deres arbejder vaeret inspireret af idéer fra
Riemanns otte sider lange afhandling, der nearmest ma
kaldes et resumé af hans forskning pd omradet. Det
er ikke let at leese Riemann. Nar leeseren mader en
pastand, si kan det vaere noget som let eftervises, det
kan veere noget, som Riemann gnsker at bevise eller
mener, han har vist, og som farst er blevet bevist artier
senere, og det kan veere en formodning, som til dato
er ubevist. Men desveare kan det ogsa veare forkert,
medmindre der stilles yderligere betingelser. Riemann
var langt forud for sin tid. Det tog mindst 30 &, fer
nogen virkelig fattede hans idéer, og da Siegel i 1932
undersggte Riemanns efterladte papirer, fandt han nye,
betydningsfulde resultater.

Man kan finde yderligere information om meget
af det felgende ved at sege pa internettet og leese
Wikipedia-artikler.

Eulers studier

| studiet af primtallenes fordeling spiller Riemanns
Zetafunktion £ en vigtig rolle. Funktionen var allerede
studeret af Leonhard Euler (1707-1783), og den er
defineret ved formlen

@
A= E -d )

n=1

For at forsté denne formel, hvor man laegger uendeligt
mange reelle tal sammen, er man ngdt til at preecisere,
hvad man mener med udtrykket, som kaldes en uendelig
raekke. Hvis man ngjes med at summere ved at tage N

led med i raekken, altsa ser pa tallene

NP i |

Cv(r) = B8 — = p +:f+" '+ AMAr =

sa er spgrgsmalet, hvad der sker, nér vi lader N blive
sterre og starre. Det viser sig, at ndrx < 1, svil £ (x)
neerme sig uendelig, dvs. kunne blive sterre end et
hvilket som helst stort tal, bare N vedlges tilstraekkeligt
stor. Hvis derimod x > 1, savil £0M(x) naerme sig et
endeligt tal, som vi kalder £(ze), nar n  bliver starre og
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starre. Vi siger, at reekken (1) er konvergent, ndrx > 1,
og at den er divergent, ndrx < :.

Euler fandt som den farste ud af, at £(2) = 1./,
hvor ;T = 3,14159..., er defineret som den halve om-
kreds af en cirkel med radius . (eller sekvivalent hermed
som arealet af den tilharende cirkelskive). Problemet at
finde den eksakte veerdi af £(-) blev i samtiden kaldt
Basel-problemet, og det var dbent i knap 100 &, far
Euler fandt veerdien omkring 1735. Lasningen gjorde
med ét slag Euler beremt. Senere fandt Euler ud af, at

90" ~ 945'
og han fandt endda en formel for £(. k) udtrykt ved det
2/c'te Bernoullital (se afsnittet herom nedenfor)

(0 Y/cao »)
£(2fc) = (VA= (. fe).fcidg k= 1,2...... (¥

Det skal understreges, at der ikke kendes nogen formel
for £'sveerdier for de ulige heltal 3. 5.....

Tegner man grafen for Zetafunktionen pa det dbne
interval (: . 00), ser man, at den aftager fra oo til . .

Figur 1. Grafen for ( pd intervallet (1, 7).

Euler opdagede ogsd, at der er en sammen-
heeng mellem Zetafunktionen og primtallene P =
{2,3,5,7,11,...}, dvs. de naturlige tal sterre end .,
der ikke kan deles med andre naturlige tal sterre end
1 end tallet selv. Primtallene er byggestenene for alle
naturlige tal, idet ethvert naturligt tal starre end .
pa entydig made kan faktoriseres med udnyttelse af
primtallene, fx

20328 = 2 37w 2
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Hvis vi stiller primtallene op i enfalgep\ = 2,p2 =
3P3 = 5M = 7,ps = 11,... (alerede hos Euklid
er der bevis for, at der er uendeligt mange primtal), s3
fandt Euler ud af, at

@ -

,
x > 1

c(-f)= i X
n=11 s

altsa at tallene
N

n
n=1

naermer sig C(r). nar N bliver sterre og starre. (Sym-
bolet [([n=]| an betyder, at man skal danne produktet af
tallene a\, o2 ,..., @y.)

For at forsta, at formlen blot er et udtryk for, at
ethvert tal kan faktoriseres i primtal, skal vi udnytte den
simple uendelige kvotientraekke

()

i 0<q< 1 4
E« 39 ! @
Formlen betyder nemlig ved successivt at veelge ¢ =
1/2X,q = 1/3&.... g= 1rrn a (3) kan skrives

cn =
(1t w + N+ oeme) (X+w+ PY?4 )

w1+ A FMF+") "

For at fa bidraget 1/20328adfra £(ze) skal vi tage fierde
led (= 1/(23)x) fra ferste parentes, andet led (= 1/3X)
fra anden parentes, forste led (=1) fra tredie parentes,
andet led (= 1/7 ) fra fjerde parentes, tredie led (=
1 (112)a3 fra femte parentes og derefter farste led (=1)
fra alle efterfglgende parenteser.

Euler bemeerkede, at (3) for x —» 1+ har den
konsekvens at

1

Pn

som pa en steerk made illustrerer, at der er uendeligt
mange primtal, men de vokser langsommere end kva-
drattallene n> daC(2) < oo.

Riemanns studier

Nar funktionen £ kaldes Riemanns Zetafunktion, er det
fordi, Riemann gik langt videre end Euler og studerede
funktionen som en funktion af en kompleks variabel.
For at forstd dette kraeves kendskab til meengden af
de komplekse tal C. Det drejer sig om tal af formen
z = x +iy, hvorx ogy erreelle tal, ogi er et symbal,
der opfylder i = —1, SAi og —i er de to lgsninger
til andengradsligningen x2 + 1= 0. Denne ligning har
som bekendt ingen reelle lgsninger, og derfor kaldes i
den imaginaere enhed. Man kan sige, ati = \f—I rent
symbolsk, men der erjo ingen reelle tal, hvis kvadrat er
-1. Matematikerne begyndte at regne med komplekse tal
i 1500-tallet, men farst omkring ar 1800 ndede man til

fuld forstaelse af de komplekse tal, bl.a. via den dansk-
norske landmaler Caspar Wessel (1745-1818).

Man regner med komplekse tal, som om det var
saedvanlige tal, men skal benytte regleni. — —, og
x + iy skal fortolkes somx + i-y = x + y-i.

Séledes er

@+in)y +B+i2= R+3J +ih+ 2 =5+ir,

2+ in) 3+ 72 =6+ *4+ »5+ 1072
= 6- 10+ »4+ 15) = -4 + »19.

Det komplekse tal x + iy kan repraesenteres ved
punktet (x,y) i en plan med et retvinklet koordinatsy-
stem. Det betyder, at 1 er enheden pa abscisseaksen (=
den reelle akse), ogi er enheden pa ordinataksen (= den
imaginaere akse), og planen kaldes den komplekse plan.
For et komplekst tal;; = x + iy kaldes x for realdelen af
z (skrevet x = 2R,(z)), medens y kaldes imagingerdelen
af s (skrevety = Q(z)). Det komplekse tal ¢ = x + iy

har den numeriske veerdi \z\ = \Jx2+ y2, som er
afstanden fra (0, 0) til (x, y) i planen. Medens de reelle
tal kan identificeres med punkterne pa en tallinie, kan
de komplekse tal altsa identificeres med punkterne i en
plan.

Vi kan ogsa betragte uendelige raekker zn
med komplekse led z, = xn + iyn. En sadan reekke
kaldes konvergent, hvis de endelige summer

N
v Mni N = 1,2,
n=1

neermer sig et fast komplekst tal s = u + iv, nar
N bliver starre og sterre. Det kommer ud pa, at de to
raekker med reelle led 32 n=i xn °g J2 n- 1 vn begge er
konvergente med summer henholdsvis u og v. Hvis en
raekke ikke er konvergent, sakaldes den divergent. Euler
betragtede de elementaere funktioner sin, cos, exp af en
kompleks variabel ved at bruge uendelige reekker. For
z E ¢ defineres

2/1+1
sin(z) B -D (n+ o)
n=o
00 Jin
cos(c)
fr,M) (»)V
2
exp(s ) £ N
n—o

og alle tre raekker er konvergente for alle komplekse tal
> . Indfares tallet e ved den uendelige raskke

e=exp(l) =~2 ~ =2,71828...,
N:=o
er der gode grunde til at benytte skriveméaden
exp(c) = ez, zE C,

men det vil vi ikke komme naermere ind pa. Euler fandt
sammenhaengen

exp(x+iy) = exp(x) (cos(y) +isin(y)) , x.y e R,
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o

altsa

Sft(exp(ee + iy)) = exp(x) cos(y),
ML)/ +iy)) = explr) sin(w).
Det leder til den forunderlige formel exp(/:r) = enr =

= 1.

Det er uproblematisk at definere £(z) for &(*) >

ved formlen @ A
CW-n EA. (’()

idet man definerer nz = exp(z log(n)). Denne raekke
er nemlig konvergent, nar 5ft(z) > ., men divergent,
ndr 7RZ) < 1 Fra et geometrisk synspunkt er £ altsa
defineret i halvplanen {z GC | . > 1}, der ligger til
hgjre for den lodrette linie {z GC |8 (z) — 1}. Zetas
veerdier er visse komplekse tal. Det er imidlertid sveert
at forstd preecist, hvordan funktionsveerdierne opferer
sig, og det har givet anledning til hundredevis af studier.
Det skal neames, at formlen (3) ogsa har mening og
er rigtig, nar x erstattes af et komplekst tal z med
$R() > 1 Der gaelder alts3, at tallene

C((E] - —

Pn

naermer sig 1, nar N —> 0o. Det har den konsekvens, at
£(zj t o nar)ftz) > 1.

En af de sterste opdagelser i 1800-tallet var klassen
af holomorfe funktioner, som er en speciel klasse af
funktioner af en kompleks variabel med komplekse
vaerdier. De tre hovedakterer i teoriudviklingen var
Cauchy, Riemann og Weierstrass. At en funktion / :
G — C er holomorf i omradet G C C kan kortest
bekrives ved kravet om, at differenskvotienterne

G+0-/(3

skal have en graenseveerdi for alle z G G, nar den kom-
plekse tilveekst ¢ naermer sig 0. Hvis dette er tilfeeldet,
kalder man greenseveerdien f(z), altsdi symboler

. f{z + ) - () ‘
" ey

og f(z) kaldes den komplekse differentialkvotient af
/(z). Teorien er altsa helt analog med differentialreg-
ning for funktioner af en reel variabel, men det viser sig
at vaere en meget eksklusiv egenskab at vaere holomorf.
Grunden ligger kort fortalt i, at ved differentiabilitet af
en reel funktion, er tilvaeksten creel, dvs. z + ¢ neermer
sig tallet z fra hgjre eller venstre, men ndr det drejer sig
om komplekse tilvaekster ¢, sSAvil z + ¢ kunne neerme
sig z fra alle retninger i den komplekse plan.

Polynomier og de ovenfor definerede funktioner
sin, cas, exp er holomorfe i hele C, og Zetafunktionen
er holomorf i den hgjre halvplan defineret overfor.

Seetning 1 Entydighedssatningen for holomorfe
funktioner Lad /, g veere to holomorfe funktioner i et
omrdde G C C og lad | C G vere et kurvestykke. Hvis
f(z) = q(z) for alle z G, sa geelder automatisk at

f(z) = g{z)foralle z GG
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For at sikre sig at to holomorfe funktioner/, g defi-
neret i hele C er ens, er det altsd nok at vide, at de er
ens for alle reelle veerdier (/ = M) eller blot, at de er
ens pd et lille interval f.eks. [3, 4] eller paen nok sAlille
cirkelbue i planen.

Det er en utroligt dyb og vigtig seetning. Riemann
opdagede, at Zetafunktionen kan defineres som en ho-
lomorf funktion i C\ {1}, saden passer med udtrykket
(1), ndrz = x > 1 Af entydighedssaetningen falger, at
der kun er én made at gere dette pd. Det falger ogsa
at hvis man finder to forskellige mader at definere £
pa som holomorf funktion, der stemmer overens med
(1), sA ma de to formler veere lig hinanden. Det er for
indviklet her at forklare, hvordan Riemann definerede
Zetafunktionen i den venstre halvplan {z GC | 5ft(2) <
1}, men det skal neamnes, at han fandt den bergmte
funktionalligning for £

c(z)yr(yir f=c(i- ~)r V4

der sammenknytter veerdiernei z og 1 —z.
Her optreeder Eulers Gammafunktion F

roo

Fiz)=/ [/ dl . -R@ >0 .
Jo

der har den simple funktionalligning
F(z + 1) = zT(2).

Den skal i gvrigt bruges til at udvide F til en holomorf
funktion i C\ {0, -1, - .,...} med sdkaldte poler for
z=0,—,—,... hvor |F(z)| —moo, ndr z neermer sig
enafpolemme. (F. eks. erF(—/:) = —r (1/2).)

Af () kan man slutte, at / i halvplanen $it(z) <
o har nulpunkter, hvor F (|) har poler, altsd netop i
de negative lige tal z = —2,—4, Resten af £'s
nulpunkter ma ligge i strimlen 0 < rz < 1 At der ikke
er nogen nulpunkter pa linierne Rz = o 0Og Rz =
viste sig at veere en vaesentlig ingrediens i beviset for
den bergmte primtalssaetning, som vi vender tilbage til
nedenfor.

Zetafunktionen oscillerer vildere og vildere mellem
de lige nulpunkter —2«, k = 1,2,..., nar k vokser. Fx
er (med 5 rigtige decimaler)

£(—13) = -0,08333, £(-15) = 0.44325,

£(-17) = -3,05395, £(-19) = 26,45621.

Man kan vise, at £(0) = —1/2 og pa intervallet (—2,1)
aftager £ fra O til —eo0. Der er faktisk en formel for
Zetafunktionens veerdier i de negative heltal udtrykt ved
Bernoullitallene B n, nemlig

£(—n) = (Hn*+L, n=0,1,2,~— (7)

De to formler (7) og (2) kan i gvrigt udledes af hinanden
ved brug af funktionalligningen (s ). Zetafunktionen er

inkluderet i softwareprogrammet Maple, som er brugt
til at tegne figur - . 9
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Figur 2. Grafen for £ pa intervallet (—13. 0).

Primtalssaetningen
Lad 7e(x ) betegne antallet af primtal < x, altsa f.eks.

Q) = 1, +t(z) = () = 7r(d) = 2, w(10) = 4,

1(100) = 25,

Primtalssatningen siger, at antallet v (z) er tilnaer-
melsesvist det samme som x/log(x), nar x er stor, i
symboler

F(x) ~ oo for x — o0, 8)

log x

og helt preecist betyder det, at udtrykket til venstre
for ~ divideret med udtrykket til hgjre for ~ har
greensevaerdien 1, nar x gar mod uendelig, altsa

lim_or(x) 'ng(j’) =,

At der ikke er nogen nulpunkter pa linierne 92(c) = 0
og (R(@ = 1, og at (8) dermed gadder, blev vist af Ha-
damard og de la Vallée Poussin uafhaengigt af hinanden
i 189. Langt senere er der givet et sdkaldt elementzert
bevis for (8) af nordmanden Atle Selberg (1949). Det
“elementaere”betyder, at der ikke anvendes kompleks
funktionsteori og Fourier-transformation, men ellers er
beviset ikke elementaert.

Riemann heevdede ogsd, at antallet N (1) af nul-
punkter for ( irektanglet 0 < dtz < LO< A;; < 1
opfylder

T T o o
N(T) (T T . 9

Det lykkedes farst von Mangoldt i 1903 at vise (9).
Derudover formodede Riemann, at alle nulpunkterfor £
i strimlen 0 < IRz < lfaktisk ligger pd symmetrilinien
IRz —  Dette er den bergmte og til dato stadig ubeviste
Riemann-hypotese.

Ifalge Clay Mathematics Institute er Riemanns hy-
potese et af de syv Millennium Prize Problems, hvis
lgsning hver udlgser en belgnning pd en million US-
dollars.
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Hardy beviste i 1914, at ( har uendeligt mange
nulpunkter pa linien 9i(.zZ) = i. Bohr og Landau viste
(ogsdi 1914), atn (T) ~ Ne(T) for ethverte > 0 ndr
T -y 00, hvor ne(T) er antallet af nulpunkter for £ i
rektanglet » —e < (ft(o) < "+ e 0 < A(0) < T,
altsa lgst sagt, at nulpunkterne ligger teet ved linien

92(2) = i. Bemaark, at funktionalligningen (¢ ) viser, at
hvis £=\ + it er nulpunkt for £ sderogsdz = \ —it
nulpunkt.

Den forste substantielle numeriske information om
Cs nulpunkter i den kritiske strimmel skyldes den dan-
ske matematiker og aktuar J. P. Gram. 11903 beregnede
han alle £'s nulpunkter i rektanglet . < ~(z) < .,
0 < A(z) < 50 og fandt, at der var ti af dem og
de 14 alle pa linien (R(:) = s . Det ferste var a\ =
\ o+ i 14134725, det sidste aw = - + i49,773832,
fdet imagineaerdelene blev angivet med seks decimaler. |
1925 kunne Hutchinson bekreefte, at alle (s nulpunk-
ter med imaginzerdel mellem 0 og 300 ligger pa den
kritiske linie, og der er 139 nulpunkter. Med brug af
dagens hurtige computere ved man naturligvis, at alle
nulpunkterne med imagineerdel mellem — og T ligger
pa den kritiske linie. Her er T et meget stort tal, som
ar for ar bliver sterre og sterre. Det betyder ikke, at
Riemanns hypotese er rigtig, men kun at den bliver
mere og mere sandsynlig.

| primtalsstudier mgder man integrallogaritmen

, d
Li®) = | i—1> x> o,

J2 logt
Det er nemt at se ved partiel integration, at

X
Li(.r) ~
0 log x
sa primtalssaetningen kan ogsa formuleres som
7e(x ) ~ Lice) .

Allerede Gauss observerede ved beregning som 15
arig i 1792, at Li(a) sa ud til at veere en god ap-
proksimation til -«(x ), og i mange ar tydede numeriske
beregninger pa, at Li(x) > «(x). Det var derfor en
overraskelse, at Littlewood i 1914 kunne vise teoretisk,
at der eksisterede store x sa Li(x) —r(x) < O
og endda, at udtrykket Li(x) —re(x) Skiftede fortegn
uendeligt mange gange, nér x gennemigb tallene fra -
til uendelig. Der er dog ingen, der har veeret i stand
til at angive et konkret tal x hvor Li(x) < #&(t), men
holleenderen te Riele viste i 1986, at der i intervallet
(6,62 m103iQ6,69 » 1037U) findes mere end 1018 pa
hinanden fglgende heltal x, sALi(x) —(x) < O.

Det er derneest af interesse at undersgge, hvor hurtigt
7 I’(X)
Q{x) Li(x) (10)

garmod ., for x —oo0.
De la Vallée Poussin viste i 1899, at
Qx) <e-"p

for passende c og x o . Riemanns hypotese er aekvivalent
med, at udtrykket i (10.) gar mod . tilstraekkeligt hurtigt.
Helt preecist har man:

1X>Xq

Riemanns Zetafunktion



Saetning 2. Riemanns hypotese er akvivalent med, at
derfor ethverte > Ogalder

JigR (x)x =Q
a/fslé at < (X) gar hurtigere mod Ofor x —» 00 end

x 2 -{’-2, uanset hvor lille e er.

Bernoullital

Bernoullitallene B n,n = 0,1.... er en kompliceret
folge af rationale tal, der kan defineres som 8¢ =
1, 81= -:/.,B2=1/6, B3 =084 = -1/30....
Nar sj. er udregnet for k op til n - 1, s udregnes s,
ved formlen

n—1
-1 n + 1
Bn = E B k. n = 1,2,
n+1
k=0
Man kan vise, at der gaelder formlen
00 B
z
m E nzn, z GC. 2\ < 2tv,
exp(z) —: m

n—o0

som ogsa kan udtrykkes, at 8 n — f {}(0). Man kan
vise, at B2k+i = 0, fe = 1,2,.... Bernoullitallene

“Astronomy For All”-prisen

Lykke Pedersen, cand.scient og formand for Dansk
Selskab for Rumfartsforskning har modtaget “Astrono-
my For All”-prisen, der tildeles af IAU (International
Astronomical Union). IAU kunne i 2019 fejre 100-
ars jubileeum og lancerede i den anledning en raekke
projekter, herunder et globalt “Moon Landing 50”-
projekt, der fejrede 50-aret for den ferste bemandede
landing p& Manen. | tilknytning til dette projekt blev
der uddelt en raekke priser, bl.a. “Astronomy For All”-
prisen. Omkring 1000 projekter fra 128 lande med
omkring en million deltagere verden over var med i
fejringen. | Danmark blev denne begivenhed markeret
med projektet Space Days 2019 med bl.a. en flot ud-
stilling i Rundetaarn, “Rundt om Manen”, der blev set
af over 25.000 besggende fra flere end 45 lande. Lykke
fik idéen til udstillingen tilbage i 2017 og var en af de
centrale kreefter bag realiseringen af projektet.
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har overraskende talteoretiske egenskaber, og de dukker
uventet op i en raekke matematiske emner.

De fglgende to lserebgger indeholder megen praecis
information om ovenstaende emner, men bggerne krae-
ver stor matematisk viden af lasseren.
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