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I denne artikel ser vi på samspillet mellem matematik og kvantefysik påbegyndt i 1980’erne med udgangspunkt i
moderne gaugeteori. Vi fokuserer på den såkaldte topologiske kvantefeltteori. Vi illustrerer dermed, hvordan idéer
fra fysikken leder til nye, dybe matematiske teorier, som på den ene side er interessante fra et rent matematisk
perspektiv og på den anden side bidrager til at formalisere dele af fysikken, som før manglede et præcist grundlag.1

Samspillet mellem kvantefysik og ren matematik, spe-
cielt geometri og topologi, er inde i en yderst frugtbar
periode, påbegyndt i 1980’erne, som er til gavn for
begge videnskaber. Denne artikels hovedpointer er:

1. Idéer fra kvantefeltteori og strengteori fra fysik
har ledt til dybe matematiske resultater og teorier
og forbundet adskillige matematiske discipliner;
alt sammen overraskende fra et matematisk per-
spektiv.

2. Det matematiske studium af disse teorier leder
så tilbage til fysikken med et præcist matematisk
grundlag for idéer inden for fysikken, som før
hvilede på et ikke-stringent grundlag.

For den nysgerrige læser opremser vi her nogle
af højdepunkterne: topologisk kvantefeltteori [1–4],
Gromov-Witten-teori [5–7], spejlsymmetri [9, 10] og
gauge/streng-dualitet [11]. Resultater inden for disse
områder har flere gange ledt til den højeste pris inden
for matematik, Fieldsmedaljen, og tilsammen udgør
disse en fortløbende revolution i dynamikken mellem
større og større dele af ren matematik involverende
geometri, topologi, algebra og aspekter af talteori og så
fysik.

Vi understreger, at påvirkningen imellem fysik og
matematik er gensidig, og forskning inden for alle oven-
stående discipliner involverer i dag både matematikere
og fysikere. En af hovedårsagerne er, at nogle af de
vigtigste idéer fra fysik faktisk er uden matematisk
grundlag. Et yderst vigtigt eksempel herpå (punkt 2)
er fysikeres brug af såkaldte Feynman-sti-integraler
(path integrals) [12], som på trods af at mangle en ma-
tematisk definition (!) giver anledning til forudsigelser,
som er verificeret med ekstremt høj præcision inden for
standardmodellen for partikelfysik. En af de vigtigste
opgaver for moderne matematik er at opnå et præcist
grundlag for disse Feynman-sti-integraler. I det følgen-
de ser vi nærmere på topologisk kvantefeltteori (TQFT),
som netop involverer disse Feynman-sti-integraler på
central vis.

Knudeteori og topologisk kvantefeltteori
Dybest set handler topologi om kvalitative aspekter ved
de overordnede former på geometriske figurer (kaldet

topologiske rum). En knude K er et topologisk objekt,
som populært sagt kan siges at være opnået ved at tage
en snor eller flere og binde enderne sammen. Se figur 1,
hvor vi illustrerer en knude.

Figur 1. Knude.

Et centralt matematisk problem er klassificeringen
af knuder; hvilke forskellige knuder findes der, og hvor-
dan afgør vi, om to knuder er ens? Nedenfor beskriver
vi Jones-polynomiet: en metode opfundet af matema-
tikeren V. Jones til (delvist) at klassificere knuder, og
som gav anledning til fysikeren E. Wittens vision om
kvante-Chern-Simons-teori som en såkaldt topologisk
kvantefeltteori. Vigtigheden af disse opdagelser bidrog
til, at V. Jones og E. Witten hver især blev tildelt
Fieldsmedaljen. E. Witten er til dato den eneste fysiker,
som har opnået denne pris.

Jones-polynomiet i knudeteori
I sit studium af operatoralgebraer opdagede V. Jones
i [13] en såkaldt knude-invariant, som til en knude K
associerer et Laurent-polynomium med heltalskoeffici-
enter, nu kaldet Jones-polynomiet

V(K, t) ∈ Z[t, t−1].

Jones-polynomiet opfylder den såkaldte Skein-relation
(1). Lad L+, L− og L0 være tre knuder, som er identi-
ske på nær i et lille område, hvor de adskiller sig som
illustreret i figur 2.

Skein-relationen giver for en sådan trippel
L+, L−, L0 følgende formel

tV(L+, t)− t−1 V(Ll, t) = (t2 − t−2) V(L0, t). (1)
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L+ L− L0

Figur 2. Skein-trippel.

Sammen med to andre egenskaber (som er naturlige fra
et kvanteperspektiv), så er Jones-polynomiet bestemt af
denne formel.

Jones-polynomiet blev af Jones defineret kombina-
torisk ved at betragte et knude-diagram, som er en
todimensionel projektion af knuden (som selv er et
tredimensionelt objekt). Der var meget stor interesse
omkring Jones’ nye knude-polynomium, idet det var
en langt bedre knudeinvariant, end man hidtil havde
haft, og en af verdens top-matematikere, Sir Michael
Atiyah, tog straks fat i denne invariant og fremhævede
den som en af de større matematiske opdagelser i tiden.
Det skal understreges, at Sir Michael Atiyah ikke var
hr. hvem-som-helst. Han var omkring den tid en af
verdens absolut førende matematikprofessorer – først
ved Oxforduniversitet derefter ved Cambridgeuniversi-
tet og samtidig leder af Trinity College i Cambridge og
præsident for Royal Society i England, noget som kun
han og Sir Isaac Newton nogensinde har opnået. Men
Atiyah var ikke helt tilfreds med definitionen af Jones-
polynomiet, idet den afhang af en 2D-projektion af
knuden. Han udfordrede derfor verdens matematikere
til at komme med en ny definition af Jones-polynomiet,
som er intrinsisk – det vil sige, at den ikke benytter
en 2D-projektion. Denne udfordring blev taget op af
fysikeren E. Witten, som leverede et grandiost svar i
form af visionen om kvante-Chern-Simons-teori som en
topologisk kvantefeltteori!

Wittens kvante-Chern-Simons-teori

Chern-Simons-teori [14] er en af de vigtigste gauge-
teorier i matematisk fysik. Teorien lader sig vanskeligt
beskrive uden moderne matematisk terminologi, men
vi fremhæver det strukturelt set vigtige. Vi har et
virkningsfunktionale S, og ligesom i klassisk mekanik
tilsiger Euler-Lagrange-ligningerne, at teoriens løsnin-
ger er givet ved ekstremaer for S, det vil sige løsninger
x til d Sx = 0. Et godt eksempel på en gauge-teori, som
formentligt er læseren bekendt, er Maxwells teori om
elektromagnetisme.

I Chern-Simons-teori er virkningsfunktionalet S(α)
defineret for en SU(n)-konnektion α på et principalt
bundt P over en tre-mangfoldighed M3 (et tredimen-
sionelt topologisk rum) og Euler-Lagrange-ligningerne
fortæller, at de klassiske løsninger i Chern-Simons-teori
er givet ved de såkaldt flade konnektioner (dem, hvis
krumning forsvinder)

Virkningsfunktionalet:

S(α) = 1
8π2

∫
M3

tr
(
α dα+ 2

3α
3
)
,

Euler-Lagrange-ligningen:

d Sα = 0 ⇐⇒ dα+ 1
2 [α ∧ α] = 0.

Feynman-sti-integraler og perturbationsteori
For at forklare Wittens idé om kvante-Chern-Simons,
vil vi kort sige et par ord om Feynmans sti-integraler.
Idéen om sti-integraler har oprindelse i dobbeltspalte-
eksperimentet i kvantemekanik. Uden at gå i detaljer
her, kan man forenklet sige, at Feynmans ide er, at
en forventningsværdi for en proces P skal udregnes
som gennemsnittet over alle tænkelige måder, hvorpå
processen kan forløbe, vægtet med ΨP exp

(
i
~ S
)
, hvor

S er virkningsfuntionalet, ~ er Plancks konstant og ΨP

er overgangsamplituden. Eksempelvis kunne P være
processen, at en partikel bevæger sig fra et sted A til et
andet sted B, i dette eksempel er forventningsværdien
givet ved et Feynman-sti-integral af alle mulige kurver
γ fra A til B

〈P 〉 =

∫
ΨP (γ) exp

(
i

~
S(γ)

)
Dγ (2)

Problemet er, at det formelt er et integral over rummet
af alle tænkelige måder, hvorpå processen P kan for-
løbe, og at det ikke er muligt at integrere over dette
rum! Dette rum er uendeligt dimensionelt, og man
kan matematisk bevise, at der ikke findes en passende
integrationsteori i sådanne situationer!

Dog kan man alligevel benytte formel (2) heuristisk
til at opnå forudsigelser, som vi vil diskutere en anelse
mere nedenfor. Dette kaldes perturbations-teori og er
hovedmetoden, hvormed man laver beregninger i kvan-
tefeltteori. Heuristisk set beror dette på en såkaldt sta-
tionær fase-approksimation, og det giver en lokalisering
til de stationære punkter for virkningsfunktionalet S,
svarende til de klassiske løsninger (d Sx = 0):

〈P 〉 ∼
∑

x: d Sx=0

exp

(
i

~
S(x)

) ∞∑
m=0

Z(m)
x ~m.

Faktisk er dette et af de stærkeste aspekter af Feyn-
mans ide; foruden at levere ekstremt præcise forudsigel-
ser, forklares sammenhængen imellem klassisk teori og
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kvanteteori igennem perturbationsteori. Dette er i over-
ensstemmelse med en af Bohrs centrale idéer for kvan-
temekanik, som vi vender tilbage til i afsnittet om Bohrs
korrespondensprincip. Den interesserede læser, som
gerne vil vide mere om Feynmans sti-integraler, kan
konsultere monografien [15]. Koefficienterne Z

(m)
x ud-

regnes som summer af såkaldte Feynman-diagrammer
eksemplificeret i figur 3. Et Feynman-diagram er en
anskueliggørelse af en fysisk proces i grafisk form.
Brugen af Feynman-diagrammer har været en stærk
drivkraft i udviklingen af moderne knudeteori [16].

Figur 3. Feynman-diagram.

Wittens ide
Vi vender nu tilbage til Chern-Simons-teori og Witten.
Lad K være en knude, lad WK være Wilsons løkke-
operator (som vanskeligt lader sig beskrive i lægmands
termer), lad A være rummet af konnektioner og lad
k ∈ N være et positivt heltal (dvs. et tal i rækken
1, 2, 3, 4, 5, ...). Wittens geniale indsigt er, at Jones-
polynomiet kan udregnes som forventningsværdien (3)
forWK , og han argumenterede for dette ved at bevise,
at det relevante Feynman-sti-integral opfyldte Skein-
relationen (1)

V(K, exp(2πi/(k + n))

=

∫
A

exp (2πik S(A)) · WK(A) DA (3)

Witten bemærkede, at man på denne vis giver en
intrinsisk definition og samtidig generaliserer Jones-
polynomiet til knuder i potentielt mere komplicerede
tredimensionelle rum. Ydermere argumenterede han
for, at hele teorien ville være et eksempel på en såkaldt
topologisk kvantefeltteori. Det store problem var dog, at
Feynman-sti-integralet i højresiden af (3) ikke umiddel-
bart kan tilskrives en matematisk mening, som ovenfor
beskrevet. Dette problem blev der rådet bod på, med
matematikerne N. Reshetikhin og V. Turaevs banebry-
dende arbejde, som vi kort vil beskrive nedenfor.

Reshetikhin og Turaevs topologiske kvantefeltteori
Selvom E. Wittens formler hvilede på et ufuldstæn-
digt grundlag, lykkedes det føromtalte Sir M. Atiyah
i [1] at aksiomatisere, hvilke egenskaber en såkaldt
topologisk kvantefeltteori (TQFT) skulle opfylde. Ved
hjælp af avanceret algebra (såkaldt repræsentationsteori

for kvantegrupper) lykkedes det N. Reshetikhin og V.
Turaev i [2, 3] at definere en topologisk kvantefeltteori

τk : Cob(3)→ Vect,

og dette på stringent matematisk vis. Vi uddyber nu,
hvad dette indebærer. Til en kompakt orienteret flade
(et todimensionelt rum med et valg af “normal vektor”)
Σ associerer en TQFT et endeligt dimensionalt Hilbert-
rum

Hilbert rum: Σ 7→ Vk(Σ).

I overensstemmelse med den probabilistiske natur af
kvanteteori tilskrives den disjunkte forening af to flader
tensorproduktet af vektorrummene, mens fladen med
modsat orientering tilskrives det duale vektorrum og
den tomme flade tilskrives den komplekse plan

Multiplikativitet: Vk(Σ1 t Σ2) = Vk(Σ1)⊗Vk(Σ2),

Dualitet: Vk(−Σ) = Vk(Σ)∗,

Normalisering: Vk(∅) = C.
Til en kompakt orienteret tre-mangfoldighed M3 med
rand ∂M3 = (−Σ)tΣ′ som i figur 4, tildeler TQFT’en
en lineær operator

Lineær operator: τk(M3) : Vk(Σ)→ Vk(Σ
′).

Figur 4. En cobordisme M3 : Σ → Σ′.

Heuristisk set kan læseren opfatteM3 som en model
for rum-tiden, hvor rummet udvikles fra Σ til Σ′, dog i
en verden, hvor der kun er to dimensioner som i planen
og så tiden som den tredje dimension.

Kvanteinvarianten som Chern-Simons-partitions-
funktion
I tilfældet, hvor vi har en orienteret lukket tre-
mangfoldighed M3, dvs. uden rand ∂M3 = ∅
(husk ∅ betegner den tomme mængde), tildeles tre-
mangfoldigheden M3 et komplekst tal kaldet kvantein-
varianten

kvanteinvarianten: τk(M3) ∈ C.
Det er bredt accepteret, at kvanteinvarianten er

en stringent matematisk model for det Feynman-sti-
integral, som i princippet skulle give en formel for
partitionsfunktionen i Chern-Simons-teori. Med andre
ord, hvis vi lader A(M3) betegne rummet af kon-
nektioner over M3, så betragter vi kvanteinvarianten
som definition af Feynman-sti-integralet på højresiden i
ligning (4)

Definition: τk(M3) =

∫
A(M3)

exp(2πik S(α))Dα.

(4)
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Vigtigheden heraf kan ikke understreges nok; udover
at kvanteinvarianten og hele TQFT’en er et uhyre in-
teressant fænomen set fra et matematisk perspektiv, så
giver den i et bredere perspektiv anledning til en dybere
matematisk forståelse af kvantefeltteori og Feynman-
sti-integraler! Her har vi altså et eksempel på Punkt
2, hvor de nye input i matematik fra fysikken giver
anledning til, at vi kan rigorisere fysikken.

Tilbageværende udfordringer
På trods af, at TQFT’en τk opfattes som en stringent
matematisk model for kvante-Chern-Simons-teori, er
der en række store udfordringer med at præcisere den-
ne fortolkning, i og med at Reshetikhin og Turaev-
konstruktionen går igennem kvantegrupper, som i ud-
gangspunktet intet har med Chern-Simons-teori at gøre.
Vi vil i næste afsnit, og i afsnittet om Bohrs korrespon-
densprincip, se nærmere på nogle af disse udfordringer,
hvoraf nogle af dem er genstand for fortløbende arbej-
de.

Modular functors, konform feltteori og kvantisering
E. Wittens artikel gav også et forslag til, hvordan
Hilbert-rummet til en flade Σ skulle realiseres og dette
igennem:

1. kvantisering V
(CS)
k (Σ) af modulirummet

MFlat(Σ) af fladekonnektioner og

2. konform feltteori V
(CFT)
k (Σ) for Σ.

Begge tilgange har en klar fysisk betydning, hvorimod
konstruktionen igennem repræsentationsteori for kvan-
tegrupper er mindre fysisk transparent jævnfør afsnit-
tet ovenfor om Tilbageværende udfordringer. Det var
derfor af stor betydning at bevise, at de 3 tilgange er
identiske, hvilket blev bevist i [17–20]

V
(CS)
k (Σ) ' V

(CFT)
k (Σ) ' Vk(Σ). (5)

Faktisk udgør Vk(Σ) en såkaldt modular functor,
med meget intrikate algebraiske egenskaber som vi
beviser i artiklen [21]. I forbindelse med anvendelse
inden for fysikken vil vi nævne, at modular functors har
forbindelse til topologiske kvantecomputere jævnfør
Freedmans artikler [22, 23].

Bohrs korrespondensprincip og Chern-Simons-teori
En af Niels Bohrs hovedteser er kendt som Bohrs
korrespondensprincip og går ud på, at kvantemekanik
kan approksimere klassisk mekanik i grænsen ~ →
0, hvor ~ er Plancks konstant. Dette kan formuleres
matematisk præcist, og de relevante teknikker fra ma-
tematikken kaldes semi-klassisk analyse. Princippet er
af afgørende betydning for forholdet mellem klassisk
fysik og kvantefysik.

Den asymptotiske ekspansionsformodning
I overensstemmelse med Bohrs ide om semi-klassisk
approksimation forventer man, at kvanteinvarianten
τk(M3) for høje værdier af k(= 1/~) er approksi-
meret af de flade konnektioner. Dette er præciseret i

Asymptotisk Ekspansionsformodningen [24], som siger,
at for enhver konnektion α i modulirummet af flade
konnektionerMFlat(M3) findes et rationelt tal dα ∈ Q
og en potensrække i 1/k

Zα(1/k) = Z(0)
α + Z(1)

α k−1+Z(2)
α k−2+Z(3)

α k−3+· · · ,
(6)

som tilsammen giver ekspansionen (7) af kvanteinvari-
anten

τk(M3) ∼k→∞
∑

α∈MFlat(M3)

exp(2πik S(α))kdα Zα(1/k).

(7)
Som nævnt er dette af afgørende betydning for sam-

menhængen mellem klassisk fysik og kvantefysik, og
vi beviser formodningen for visse tre-mangfoldigheder
i artiklerne [25, 26].

Perturbationsteori og resurgence
Rækkerne Zα i (6) er de såkaldte perturbative rækker,
som kan udregnes ved hjælp af Feynman-diagrammer.
Det er denne metode, som er enormt succesful inden for
kvantefeltteori. En stor teoretisk udfordring her er, at
disse rækker næsten altid divergerer, hvilket forenklet
sagt betyder, at summen ikke kan tilskrives et tal (men
må betragtes formelt).

Vi er i færd med (i samspil med en lang række andre
matematikere og fysikere verden over) at videreudvikle
en teori kaldet resurgence [27], som tillader os at til-
skrive tal til disse perturbationsrækker gennem såkaldt
resummation. Resurgence tager udgangspunkt i form-
len (2), og idéen er at tillade såkaldte komplekse felter
α + iβ, og udvide virkningsfunktionalet S holomorft
til disse (hvorpå det kan antage komplekse værdier!).
Den matematisk interesserede læser, som gerne vil vide
mere om resurgence, kan konsultere vores artikel [26]
og anden-forfatterens afhandling [28].

Afrunding
Vi har i denne artikel set, hvordan Wittens fysiske
fortolkning af Jones-polynomiet som en forventnings-
værdi i Chern-Simons-teori gav anledning til den ma-
tematiske konstruktion af en TQFT af Reshetikhin og
Turaev, og hvordan forskning inden for denne TQFT
giver nye indsigter i naturen af Feynman-sti-integraler.
Forhåbentligt vil vores arbejde med resurgence kaste
nyt lys over perturbationsteori, og derved give endnu
mere tilbage til fysikken.

Samspillet mellem matematik og fysik (især mellem
geometri og topologi på den matematiske side, og kvan-
tefeltteori og strengteori på den fysiske side) er som før
nævnt en fortløbende revolution, hvis ramifikationer til
stadighed ikke er fuldt ud forstået inden for nogen af
de to videnskaber. Vi afslutter denne artikel med kort
at belyse endnu et eksempel på dette samspil, som er
på sit begyndende stadie; nemlig gauge/string-dualitet
som på fysikkens side forbinder kvantefeltteori med
strengteori, og på matematikkens side forbinder (gan-
ske overraskende) TQFT og knudeteori med Gromov-
Witten-teori.
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Gauge/string-duality og TQFT/Gromov-Witten-
teori
En dualitet i fysik er en forbindelse mellem to tilsy-
neladende forskellige systemer. Set fra et matematisk
synspunkt, kan man betragte en dualitet som en magisk
portal, der forbinder to forskellige verdener, der i ud-
gangspunktet ikke ser ud til at have noget med hinan-
den at gøre. Spejlsymmetri [9, 10] er et eksempel på
dualitet. E. Witten er fortaler for (se [29]), at dualiteter
kommer til at spille en afgørende rolle i fremtidens
fysik, og dette har også forbindelse til Chern-Simons-
teori og TQFT, som vi nu vil beskrive.

I strengteori spiller Riemann-flader en central rolle
som såkaldte verdensflader (af engelsk: world sheets),
der er en todimensionel udvidelse af begrebet verdens-
linjer, for propagerende strenge. Analogt med Chern-
Simons-teori og TQFT kan visse strengteorier formule-
res matematisk præcist. De centrale matematiske stør-
relser er de såkalde Gromov-Witten-(GW)-invarianter.
Disse GW-invarianter kan ses som integraler over mo-
dulirummetM af Riemann-flader indlejret i en højere
dimensional rumtid. Givet en matematisk knude K,
findes der en såkaldt Seifert-Riemann-flade for K, som
er en Riemann-flade S med rand ∂S = K (figur 5 ).

Figur 5. En Seifertflade.

Der er nu stærk evidens for [30, 31], at der findes
en såkaldt gauge/string-duality, der forbinder Gromov-
Witten-teori for Riemann-flader S med rand-betingelse
∂S = K til Jones-Witten-teori for knuden K! Dette
er en helt ny retning inden for matematik, som skaber
overraskende forbindelser mellem algebraisk geometri
og topologi!
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