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Mit formdl med artikelserien om breddeopgaver er — udover at ggre opmeerksom pa RUCs fysikuddannelse
— dobbelt: Dels udveelger jeg opgaverne, sd de kan have interesse som fysikproblemer i egen ret.
Dels udvelger jeg dem med henblik pa at kunne knytte didaktiske overvejelser til dem af interesse
for fysikundervisere. I fgrste omgang i forhold til universitetsundervisning. Men i anden omgang kunne
der mdske ogsd treekkes paralleller til andre undervisningsniveauer.

Her bringes Igsninger og kommentar til opgaverne fra
forrige nummer samt en ny opgave. Opgaverne i sidste
nummer af Kvant var disse fire breddeopgaver (nr. 107,
108, 109 og 110 her i Kvant):

Breddeopgave 107, 108, 109 og 110. Boltzmannfak-
toren

Magnetiske sdkaldte enkeltdomeenepartikler til datalag-
ring har typisk en foretrukken akse, hvor energien er
mindst ved magnetisering i de to retninger langs aksen.
Det kreever stgrre energi proportionalt med partiklernes
volumen at magnetisere dem pd tveers af aksen. Hvordan
afheenger den tid, man kan regne datalagringen for
uforstyrret af termiske fluktuationer, af partiklernes
volumen? Begrund svaret.

Badndgabet i isolatorer er stprre end i halvledere. Men
ikke stprrelsesordener stgrre. Hvoraf kommer det da, at
de specifikke ledningsevner for isolatorer og halvledere
afviger mange stgrrelsesordener fra hinanden? Begrund
svaret.

Meettede dampes tryk over en veeske gges typisk med
temperaturen proportionalt med exp (—1y/T'). Forklar
dette og angiv hvad Ty afheenger af.

Erfaringsmeessigt varierer viskositeten af veesker
typisk som exp (+1o/T) (Ty er en konstant). Virker
det rimeligt ud fra et mikroperspektiv? Begrund svaret.

Lgsninger

107: Termiske molekylere pévirkninger fra omgivel-
serne kan f4 magnetiseringsretningerne af partiklerne
med tilhgrende forskellige energier til at fluktuere af-
hengigt af temperaturen af partiklerne og omgivelserne.
Sandsynligheden for, at magnetiseringen af en enkeltdo-
meanepartikel flipper over energibarrieren Eyiykelret —
Elangs, hvor Eyinkelret 02 Elangs €r energien af partiklen
magnetiseret henholdsvis vinkelret pd og pa langs af
magnetfeltet, er proportional med Boltzmannfaktoren
exp(— (Evinkelret —Flangs) /kBT'). Daenergibarrieren er
proportional med partiklernes volumen V, er sandsyn-
ligheden for termisk forstyrrelse af datalagringen derfor
givet ved faktoren exp(—aV/kgT'), hvor a er energi-
forskellen per volumen mellem magnetisering vinkelret
pa og langs med den foretrukne retning. Tiden, hvor
man kan regne datalagringen for stabil, vokser derfor
eksponentielt med enkeltdomanepartiklernes volumen.

108: Bade isolatorer og rene halvledere har et
valensbind med nesten alle enkeltelektrontilstande
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besatte og fa elektrontilstande besatte i ledningsbéndet.
I den situation er antallet af huller i valensbédndet og
elektroner i ledningsbdndet i forhold til antallet af
enkeltelektrontilstande i valensbandet exp(—Ey/kpT),
altsd Boltzmannfaktoren, hvor I/, er bdndgabet. Antages
béndgabet for en isolator, Ey; , fx at vare 5 gange
stgrre end bandgabet for en halvleder, Ey; = 5Eg, vil
forholdet mellem antallet af ladningsbarere og dermed
ledningsevner for henholdsvis isolatoren og halvlederen
derfor vaere givet ved

oifon, = exp(=5Eg/kpT)/exp(—Eqn/kpT)
~ lexp(—Ey/ksT))"

Da exp(—FE,y,/kpT) ved stuetemperatur er mange
stgrrelsesordener mindre end 1, ses det i endnu hgjere
grad at vere tilfeldet for o; /0y, Ledningsevnernes eks-
ponentielle afhengighed af bAndgabenes stgrrelser ggr,
at smd @ndringer af stgrrelsen af et bandgab medfgrer
store @ndringer af den tilhgrende ledningsevne.

109: Dampen over en vaske er mattet, ndr damp
og vaeske som samlet system er i termisk ligevaegt. Vi
simplificerer systemet til at best af to energiniveauer for
dets molekyler. Et molekyle i dampfasen har energien
FEp, medens et molekyle i veskefasen har energien Fy, .
Tetheden af molekyler i dampfasen, np, i forhold til
tetheden af molekyler i vaskefasen, ny, vil da vere
givet ved Boltzmannfaktoren: np/ny = exp(—(Ep —
Ev)/kpT). Ifplge idealgasloven er trykket i den mztte-
de damp derfor: P = npkpT = nykpT exp(—(Ep —
Eyv)/kpT). Her er ny kun svagt afhengig af tempera-
turen medens faktoren kpT" sammenlignet med Boltz-
mannfaktoren kun varierer langsomt med temperaturen.
P gges derfor typisk med temperaturen proportionalt
med exp(—Ty/T), hvor Ty = (Ep — Ev) /kp. kgTper
den latente varme per molekyle ved faseovergangen fra
vaske til damp.

110: Vasker bestar af molekyler (eller atomer), der
som i faste stoffer svinger om nogle ligevagtspunkter
mellem nabomolekylerne. Nir vasker i mods®tning
til faste stoffer kan flyde, skyldes det, at der i det
molekyl@re arrangement er plads nok til, at rearran-
gering af molekylerne ind imellem kan finde sted ved
tilstrekkeligt store energifluktuationer. Den simpleste
antagelse om hyppigheden af disse fluktuationer er,
at den pd en eller anden made er fastlagt ved en
karakteristisk aktiveringsenergi A og en dertil-hgrende
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Boltzmannfaktor exp(—A/kpT). Derfor virker tempe-
raturathengigheden exp(—T(/T) for letflydenheden og
omvendt exp(+7p/7T) for viskositeten rimelig.

Kommentar

I et afgrenset system med konstant volumen og partikel-
tal i termisk ligevaegt med et stort varmereservoir med
den absolutte temperatur 7" er sandsynligheden P; for at
finde systemet i den 7’te elementartilstand proportional
med Boltzmannfaktoren exp(—FE;/kgT), hvor E; er
systemets energi i elementartilstanden. Derfor er

Pl' = exp(fEi/kBT)/Zj exp(—Ej/k:BT), (1)

da 3;P; = 1. Summationen i ligning (1) gelder, nar
der er tale om statistisk kvantemekanik. Er der tale om
statistisk klassisk mekanik skal summationen erstattes
af en integration. Bortset herfra er ligning (1) det felles
udgangspunkt for bade statistisk klassisk mekanik og
statistisk kvantemekanik for afgrensede systemer med
konstant volumen og partikeltal i termisk ligevaegt med
et stort varmereservoir.

I opgave 107 er systemet en enkeltdomanepartikel
i et magnetfelt, hvis mulige elementartilstande der
skal tages stilling til. Udgangspunktet er, at partiklen
er prepareret til at vere i en elementartilstand med
energien Fl,,es 1 magnetfeltet. Men da partiklen er
pavirket af omgivelser med temperaturen 7', vil den, som
tiden gér, blive bragt i andre elementartilstande. Hvis en
af disse har energi Elinkelret €ller storre, er der risiko
for, at partiklen flipper 180° hen over energibarrieren
Einkelret — Elangs- Forholdet mellem sandsynligheden
Pyinkelret for at finde systemet i en elementartilstand
med energien Einielret 0g sandsynligheden P, for
at finde systemet i en elementartilstand med energien
Elangs er ifglge ligning (1):

Pyinkelret — ex (_ Evinkelret — Elangs)
kT

2

Hangs

For at finde risikoen Py;p, for, at partiklen flipper, har
vi brug for at finde summen af alle P; for elementartil-
stande med F; stgrre end E;iprelret. Det indebarer en
integration fra FyipLkelret til 00, 0g at vi tager hgjde for, at
der kan vaere forskellige elementartilstande med samme
energi. Det sidste kan vi, nér k1" < Eyinkelret — Elangss
overslagsmessigt se bort fra, fordi det da som faktor
kun bidrager med en langsomt varierende funktion af
energien sammenlignet med eksponentialfunktionen. Vi
har s&, med z = ,f;lT :

> Ez - Elangs
Pﬂip - /Evinkelret exp(_ kBT )dz
kT

B

Evinkelret - Elangs>

= expls kT

Derfor er det med god tilnermelse rimeligt at regne
med, at risikoen, for at partiklen flipper efter en termisk
fluktuation, er proportional med Boltzmannfaktoren pa
hgjre side af ligning (2). Og at der med faldende
sandsynlighed skal gi tilsvarende lang tid, fgr det sker.
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Figur 1. Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906).

I opgave 108 er Boltzmannfaktoren exp(—FE,/kgT)
strengt taget en tilnermelse til en Fermi-Dirac-fordeling
i grensen F, > kgT. Fordelingen angiver antallet
af elektroner i forskellige enkeltelektron-tilstande. Ved
udledningen af Fermi-Dirac-fordelingen ud fra ligning
(1) er elektronerne antaget at kunne fordeles som ikke-
vekselvirkende pé enkeltelektrontilstandene, séledes at
de forskellige elementartilstande af det samlede system
udggres af de forskellige elektronfordelinger. Men man
kan ogsd tenke pa Boltzmannfaktoren som udtryk
for den relative sandsynlighed for, at en elektron har
henholdsvis den ene eller den anden energi i et system,
som blot bestér af to energiniveauer med afstanden F,.

I Igsningen af opgave 109 er systemet pa tilsvarende
made simplificeret til blot at have to energiniveauer,
hvor der er set bort fra molekylernes indbyrdes veksel-
virkning pé hvert niveau.

I Igsningen af opgave 110 er der analogiseret til
behandlingen af fx opgave 107’s lidt mere handterbare
problem.

Ingen af Igsningerne pa de fire opgaver er eksakte.
De fysikstuderende pd RUC gennemfgrer ved siden af
breddekurset et mere matematisk formelt kursus i stati-
stisk mekanik. Arbejdet p& breddekurset med opgaver,
som de fire i artiklen her, er ment komplementerende i
forhold hertil.

Uden sddanne opgaver kan der vare en risiko
for, at skoven ikke ses for bare treer, nir fx de
grundlaeggende begreber risikerer at drukne i matematik
ved eksakte udledninger af Fermi-Dirac-fordelingen og
Bose-Einstein-fordelingen, med Boltzmannfordelingen
som approksimativt grensetilfelde ved hgje tempera-
turer. Det kan give det generelt forkerte indtryk af
Boltzmannfordelingen som approksimativ og Fermi-
Dirac- og Bose-Einstein-partikelfordelingslovene som
basale. Hvor sandheden jo er, at det er disse to forde-
linger, der er approksimative, idet de géar ud fra ikke-
vekselvirkende enkeltpartikler, hvorimod Boltzmann-
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fordelingen i form af ligning (1) er fundamental. Den
grundlaeggende antagelse bag den er, at sandsynligheden
af en elementartilstand for et system er bestemt af dets
energi i elementartilstanden. Elementartilstande med
samme energi har samme sandsynlighed. Herefter kan
vi tenke pa et system bestdende af to delsystemer
i termisk ligevaegt. Kalder vi sandsynligheden for at
finde system 1 i elementartilstanden 7 med energien
E; for P}(E;), sandsynligheden for at finde system 2
i elementartilstanden j med energien E; for P?(Ej),
og sandsynligheden for at finde det samlede system
1+2 i elementartilstanden 7, j med energien E; + L

for Pf;r2 (E; + Ej), gelder:

P/Y(E; + Ej) = PN(Ei)- P(E)), ()
altsé at sandsynligheden for samtidigt at finde delsystem
1 i tilstanden 7 og delsystem 2 i tilstanden j er lig med
sandsynligheden for at finde delsystem 1 i tilstanden ¢
gange sandsynligheden for at finde delsystem 2 i til-
standen j. Boltzmanns ligning (1) fglger s matematisk
af ligning (3). Eller sagt tilspidset: Boltzmannfaktoren
skyldes, at energier adderes, medens sandsynligheder
multipliceres. Fundamentalt!

R.P. Feynman sammenfatter i indledningen til sine
forelaesningsnoter i statistisk mekanik [1] den funda-
mentale betydning af ovenstdende ligning (1) sledes:

“This fundamental law is the summit of
statistical mechanics, and the entire subject
is either the slide-down from this summit,
as the principle is applied to various cases,
or the climb-up to where the fundamental
law is derived and the concepts of thermal
equilibrium and temperature 7" clarified.”

Jeg synes, at det er vigtigt, ved hjelp af opgaverne,
at ggre de studerende opmarksom pd, at Boltzmann-
faktoren er styrende for mange fysiske fa@nomener.
Og at styringen rekker ud over de fenomener, der
lader sig modellere med rimelig matematisk eksakthed.
I mange tilfelde kan alene selve faktoren vare en
virksom heuristisk model, fordi eksponentialfunktioner
dominerer over andre funktionelle faktorer. Jeg har
gnsket at trene de studerende i kvalitativt at kunne
fd gje pd, hvorndr essensen i et fysisk fenomen er
Boltzmannfaktoren i sammenha@ng med en energibar-
riere. P4 samme made som jeg komplementerende til
den mere formelle undervisning i kvantemekanik har
gnsket at trene de studerende i kvalitativt at kunne fa
gje pa, hvorndr essensen i andre fysiske faznomener er
usikkerhedsrelationen. Jf fx [2].

Den opmarksomme l@ser vil méske have lagt marke
til, at opgave nr. 109, i modsatning til de gvrige tre i
artiklen her, ikke har “Begrund svaret” i opgaveformu-
leringen. Opgaven er stillet af Tage Emil Christensen, da
han var lereren pd Breddekurset. Han synes, at det er en
selvfglgelighed, at svaret skal begrundes. I mods®tning
hertil er jeg af den opfattelse, at mange studerende
ikke ngdvendigvis opfatter det sddan. Fra anden side
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er de til en vis grad vennet til opgaveudfordringer, hvor
det afggrende er det rigtige svar, og ikke begrundelsen
for svaret. Jeg er godt tilfreds med, at besvargelsen
“Begrund svaret” blandt de fysikstuderende pd RUC er
s& indarbejdet, at jeg hgrer den brugt jokende i andre
sammenhange end fysik.

Figur 2. Richard Feynman (1918-1988).

Breddeopgave 111. Transportband

Inden naeste nummer af Kvant udkommer, kan leserne
eventuelt overveje lgsningen til denne opgave fra bred-
dekurset pd RUC (fra eksamen januar 1977, nr. 111 i
rekken her i Kvant):

Et transportbdnd fungerer som vist pd figuren.

—
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Hvor stor en kraft skal bandet pavirkes med af motoren?
Begrund svaret.

Lgsning og kommentar bringes i n@ste nummer af
Kvant.
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