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Indledning

Mange ikke-linesere systemer udviser stor fglsomhed
for sma @ndringer i begyndelsestilstanden. En lille
&ndring i enten begyndelsestilstanden eller i den ydre
pavirkning af systemet kan medfgre store &ndringer i
tidsforlgbet af to numeriske integrationer af de ikke-
linezere ligninger. Et system, som opfarer sig pa denne
made, kaldes kaotisk. Der er masser af eksempler
pa sadanne processer. For geofysikere er den be-
grensede forudsigelighed af atmosfaren vel den mest
kendte. Nar vejrforudsigelser er begranset til ca. en
uge, skyldes det bl.a., at man ikke kan undga en forskel
mellem atmosfarens virkelige tilstand og begyndelses-
tilstanden for modellen, fordi der er langt mellem obser-
vationerne af atmosferen, og fordi alle observationer er
behaftet med fejl. En anden begrensende arsag er den
tilneermede beskrivelse af de fysiske processer i atmos-
faeren. Disse processer er i virkeligheden molekulare,
men beskrives i modellen i punkter, som er nogle kilo-
meter fra hianden.

Adskillige eksempler pa enkle kaotiske systemer
sasom Feigenbaum’s ligning [1] og Lorenz’ simpli-
ficerede model for konvektion [2] er offentliggjort,
se f.eks. [3,4], hvor disse eksempler er analyseret.
Forskellen mellem de to lgsninger kan f.eks. vises gen-
nem en beregning af rms-forskellen som en funktion af
tiden.

Formalet med denne artikel er at give endnu et ek-
sempel hentet fra en klasse af modeller, som beskriver
konkurrencen mellem to eller flere grupper. En
sadan koncurrence mellem to grupper er beskrevet i
enkeltheder af R.M. May [5]. Den naturlige udvidelse
er til en konkurrence mellem tre grupper, men det
viser sig, at sa snart man kommer til det tre- eller
her-dimensionale parameterrum, sa er de (numeriske)
lgsninger af en sadan rigdom, at man far mange nye
og ejendommelige opfarsler [6], Som May [5] skriver:
"Det er af denne grund, at vi teller ligesom den au-
stralske Arunta stamme: en, to, mange”.

En konkurrence model med tre grupper

En lidt forenklet model af konkurrence mellem tre grup-
per er beskrevet af Beltrami [7]. Grupperne kaldes 1,
2 og 3. De tre variable for antallet af medlemmer i
de tre grupper betegnes med x, y og z. Disse variable
er uden dimension og normaliseret til at vaeere mellem
0 og L Det antages, at de tre grupper har samme
fadselsrate (farste led pa hgjre side i de efterfalgende
ligninger) og ogsa samme dadelighed (andet led). En
given gruppe er pavirket af aktiviteterne i de andre to
grupper. Ogsa her er modellen forenklet, idet det an-
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tages, at raten for gruppe |’s pavirkning af gruppe 2,
benavnet a, er den samme som gruppe 3’s indbydelse
pa gruppe 2 og for gruppe |’s pavirkning af gruppe 3
(tredje led). En tilsvarende antagelse, men med en an-
den talveerdi b, geelder for pavirkningen af gruppe 3 pa
gruppe |, gruppe 1 pa gruppe 2 og gruppe 2 pa gruppe
3 (fjerde led).

Med disse antagelser kan man skrive de tre ligninger
for modellen saledes:

dx | b

m = X(I —x —ay —bz)

azy(l— y - az - bx)

dz

AT —z(l - z- ax —bhy) @)

Antagelser, som indgar i modellen, kan meget vel
mene, at der er mindre rigdom i lgsningernes opfarsel
end den mere almindelige model. Ligningerne har
forskellige stationzre tilstande, som kan undersgges
for stabilitet pd den sedvanlige made ved at udfaere
en perturbationsanalyse. Resultaterne kan beskrives pa
folgende made:

1 (0,0,0) er et stationzert punkt for x, y og z. Dette
stationzre punkt er altid ustabilt.

2. (0,0,1), (0,1,0) og (1,0,0) er stationere tilstande.
De tre egenveerdier er i alle tre tilfeelde de samme, nem-
lig -1, (1-a) og (1-b). Instabilitet indtreeffer derfor, nar
enten a eller b er mindre end 1, medens stabilitet er til-
feeldet, hvis bade a og b er starre end 1

3. Man kan ogsa finde stationare tilstande, hvor kun
n af de variable er lig med 0. Her ser vi kun pa n af
disse tilstande, hvor = 0. De andre to variable har da
vardierne angivet i (2).

1—a
y' = 1—ab

1- b )
zs - 1—ab (2)

Da de variable maler antallet af medlemmer i de tre
grupper, skal de vere positive. Det fglger derfor, at
enten er ad og b<I eller a>1 og b>l. | det farste
tilfelde finder man instabilitet, medens den anden mu-
lighed giver stabilitet.

4. Endelig er der det generelle tilfelde, hvor alle

tre veerdier er forskellige fra nul. | dette tilfeelde finder
man, at de tre grupper indeholder lige mange medlem-
mer. Den stationgre tilstand er:

1

XS =YyS = 5= T+“é“+_b (3)
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Ogsa i dette tilfeede kan man gennemfare stabilitets-
undersggelsen, selv om den kreever noget mere regne-
arbejde. Egenvardierne bliver som angivet i (4)

Vo= -1
a+hb-—2 i a—b

_LeThTe 13 s T 4

Y22 = TR T

Man ser, at instabilitet indtreeffer, nar a+b > 2.
Denne betingelse opfylder vi i de fglgende eksempler
ved at veelge a < 1og b > 1 Det betyder, at de
stationare tilstand angivet under punkt 2 ovenfor er
ustabile, medens de stationere tilstande under punkt
3 slet ikke eksisterer. Vi har derfor kun ustabile sta-
tionare med dette valg, og det skulle fore til, at systemet
aldrig kommer i ro, hvis man baserer sin argumenta-
tion pa resultaterne af perturbationsanalysen. Det skal
man imidlertid veere forsigtig med, som de fglgende re-
sultater vil vise. Den egentlige arsag til denne situa-
tion synes at veere, at vi normalt ikke kan fa analytiske
lasninger til et seet af ikke-linezre ligninger. De nu-
meriske lgsninger vil altid vaere behaftet med en vis
fejl, som naturligvis afhanger af, hvilket system man
anvender til integrationen.

Figur la. Afstand mellem to lgsninger som funktion af
tiden for de veerdier, som er angivet over figuren. De samme
vardier gaelder for Figur Ib-le.

Af hensyn til fortolkningen af de senere eksperi-
menter er det ngdvendigt at se pa et specielt tilfelde.
Hvis x=y=z for t=0 bliver hgjresiderne identiske i alle
tre ligninger. Det er derfor tilstreekkeligt at se pa n af
dem, som far formen:

d
= = x( - y0)

y=1+a+b (5)

Denne ligning kan lgses direkte. Med x=x0 for t=0
finder man lgsningen:

VO

l—- .ro
X "0 6)

+ Y i-yxo
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Det ses saledes, at for denne specielle begy-
ndelsestilstand er den asymptiske veerdi Uy (eller
med andre ord den ”indre” stationare tilstand.
Hvis a og b er sadan, at den stationzre til-
stand er stabil, ender integrationen i dette punkt,
men hvis den er ustabil, vil der ske andre ting.

Figur Ib. Verdierne af x og u som funktion af tiden.

Time, non. dim.

Figur Ic. Verdierne af y og v som funktion af tiden.

To numeriske eksempler

Formalet med de numeriske eksempler er at vise
falsomheden for sma andringer i begyndelsestilstanden
i det farste tilfelde og for sma @ndringer i konstanterne
a og b i det andet tilfelde. Strategien i disse eksem-
pler er at fremstille to lange integrationer fra f.eks. to
lidt forskellig begyndelsestilstande. Dette ggres i det
samme program, sa man lgbende kan holde gje med
forskellen i de to integrationer. | den ene integra-
tion hedder de afhangige variable (x,y,z), i den anden
(u,v,w), medens konstanterne hedder a,b i den ene og
(al,bl) iden anden. Integrationerne kan sammenlignes
pa forskellig made. Man kan f.eks. male forskellen
mellem dem ved at udregne rms-forskellen defineret
ved

d=(x-uf+(y-vfi+@Ez-wf)y2 (7
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Man kan ogsa plotte x(t) og u(t) som funktion af
tiden og tilsvarende figurer for de andre variable.

Integrationerne er udfagrt med et af de mange Runge-
Kutta systemer, den sakaldte Heun's procedure, men re-
sultaterne er efterprgvet ved at anvende andre Runge-
Kutta systemer pa det samme eksempel med resul-
tater, som ikke er de samme for forskellige syste-
mer, men som ikke @ndrer pa hovedkonklusionerne.

Figur Id. Verdierne af z of w som funktion af tiden.

x and u, non.dim.

Figur le. Banekurverne for (x,y) of (u,v).

| det forste eksempel bruges a=al=0.10g b=b 1=4,9
og x=y=z=0,10g u=v=w=0,I 1 Begge begyndelsestil-
stande hgrer til den sa&rlige klasse, hvor alle tre vari-
able er ens. Vi forventer derfor, at systemet i farste
omgang skal beveege sig mod den ’indre’ stationare til-
stand, men da denne er ustabil for de valgte parame-
tre eftersom a+b=al+bl >2 skulle systemet igen forlade
dette punkt. Figur la viser rms-forskellen mellem de to
Igsninger. Denne kurve viser, at forskellen for de farste
170 tidsenheder er nul, hvorefter den ret hurtigt vokser
til stgrre vardier. Forskellen bliver efterhanden til en -
for det meste konstant - veerdi pd 1,41. Fra tid til anden
er der en kort afvigelse, men tidsforskellen mellem dem
bliver starre og starre. Hvordan kan vi beskrive disse
resultater? Figur Ib viser kurverne x(t) og u(t) angivet
med forskellige symboler. For at fglge forlgbet er det
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lettest at folge de tykke linier, hvor systemet befinder
sig i 0 eller 1. Hvis begge tykke linier er pa samme
sted er systemerne teet ved hinanden. Hvis derimod den
ene tykke linie er tet ved | og den anden teet ved O er
integrationerne meget forskellige i dette tidsinterval. |
dette eksempel ender den ene i vardien 1, den anden
i 0. En nermere undersggelse viser at x = 0 og u =
1 Figur Ic viser tilsvarende, at y = 1 er den asymp-
totiske veerdi for denne variable, medens den samme
veerdi for v er 0. Endelig viser Figur Id, at de to vari-
able z og w begge ender i veerdien 0. (x,y,z) trajektorien
ender derfor i (0,1,0), medens (u,v,w) ender i (1,0,0).
Rms-forskellen mellem disse to punkter er 212= 1,41...

Time, non.dim.

Figur 2a. Afstand mellem de to lgsninger med samme be-
gyndelsestilstand, men sma andringer i konstanterne a og
b. Samme verdier er anvendt i Figur 2b-2e.

Time, non.dim.

Figur 2b. Verdierne af x og u som funktion af tiden.

For at fa yderligere information om systemets
opfarsel kan vi se pa Figur le, som er trajektorierne
af punkterne (x,y) og (u,v). Vi ser, at begge trajektorier
kommer meget neer til det stationere punkt I/(I+a+b) =
0,17. De forlader begge dette punkt, men i forskellige
spiraler. Den ene kurve ender i (0,1), den anden (1,0).
Men disse stationzre tilstande var ustabile. Hvordan
kan de sa veere de asymptotiske tilstande? For det farste
viser ustabiliteten sig under integrationen, fordi trajek-
torien drejer bort fra den ustabile tilstand i de farste par
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omdrejninger. Hver gang kommer trajektorien naermere
til det ustabile punkt og opholder sig dr i lengere tid.
Denne opfarsel kan man forsta ved fglgende argument.
Betragter vi f.eks. punktet (1,0,0) sa vil y og z vare
ganske sma, sa den veesentlige del i den ferste lign-
ings hgjre side vil veere x(I-x), men da x er ner ved
1, vil dette led ogsa vere lille. Derfor bliver dx/dt lille.
De samme argumenter anvendt pa de andre to ligninger
viser, at ogsa i disse ligninger er hgjresiderne ganske
sma. Da vi ikke kan integrere ligningerne for en uen-
delig lang tid, vil det derfor veere helt tilfeldingt om
de to trajektorier er i nerheden af samme punkt eller to
forskellige punkter.

Figur 2c. Verdierne afy og v som funktion af tiden.

Figur 2d. Verdierne af z og w som funktion af tiden.

| det andet eksempel skal vi se pa falsomheden, nar
vi starter fra samme begyndelsestilstand, men sammen-
ligner to integrationer med sma forskelle i konstanterne
a og b. Eksperimentet bruger a=0,8, b=1,3 i den ene in-
tegration og al=0,81, b1=1,31 i den anden. Den felles
begyndelsestilstander: x=u=0,9, y=z=v=w=0,l. Figur
2a viser afstanden mellem de to tilstande som funk-
tion af tiden. Man ser, at denne kurve er af samme
natur som den i Figur la, idet afstanden efter et stykke
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tid er 1,41 for det meste af forlgbet med relativt korte
afvigelser fra den konstante veerdi. | Figur 2b ser vi,
at x og u begge slutter med at veere nul, medens Figur
2c og 2d viser, at y og v ligesom z og w har den ene
variable lig med 1 og den anden med 0. Endelig viser
Figur 2e, at man ogsa i dette tilfelde kan se de farste
omlgb ganske klart, hvorefter trajektorien opfarer sig
pa lignende made som i det farste eksempel. Integra-
tionerne viser derfor samme slags falsomhed overfor
sma @ndringer i verdierne for ligningernes konstanter
som for sma &ndringer i begyndelsestilstanden.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x and u, non.dim.

Figur 2e. Banekurverne for (x,y) og (u,v).

Endeligt skal det bemarkes, at alle beregningerne,
som fgrer til figurene i denne artikel, er udfart
med den sterst mulige ngjagtighed svarende til 19
til 20 signifikante cifre i hvert tal. Anvender man
mindre ngjagtighed, far man helt andre resultater.

Time, non.dim.
Figur 3a. Afstand mellem de to integrationer med samme

begyndelsestilstand, men sma forskelle mellem (a,b) og
(al,bl).

Man kan spgrge om systemet faktisk ender i t af de
tre punkter: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) og bliver dr. For at
fa svar pa dette spargsmal er en meget lang integration
blevet fremstillet. | den ene er (a,b)=(0,5; 1.7), medens
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den anden integration har (al,bl)=(0,51;1,71). Startpo-
sitionen er i begge integrationer (0,1;0,11;0,1). Figur
3a, som viser rms-vaerdierne for afstanden mellem de
to lgsninger, viser for det fagrste, at under hele inte-
grationen synes afstanden at variere mellem en situ-
ation, hvor de to integrationer er meget neer ved hi-
nanden, og en anden, hvor de er 1,41 fra hinanden.
Tidsintervallet, hvor de to lgsninger er ner ved hinan-
den gger med integrationstiden, men det er ogsa til-
feldet med lengden af de tidsrum, hvor de opholder
sig i hvert sit hjgrne punkt. Dette ses ogsa fra Figur 3b,
hvor bade x og u er plottet som funktion af tiden. Sy-
stemet kommer derfor aldrig i ro. Det ser kun sadan ud.
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0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
Time, non.dim.

Figur 3b. Verdierne for x og u som funktion af tiden.

Afsluttende bemarkninger

Begrebet 'begraenset forudsigelighed’, som farst blev
opdaget af H. Poincaré [8,9] i 1890’erne i forbindelse
med et forsgg pa en numerisk integration af ligningerne
for tre-legeme problemet, blev genopdaget af Thomp-
son [10] i forbindelse med numeriske vejrprognoser og
af Lorenz [2], som brugte en 3-component model af
konvektion mellem to vandrette plader, som hver for
sig blev holdt pa en konstant temperatur med tempera-
turen af den nedre plade starre end temperaturen pa den
gvre. Siden da har man observeret fenomenet i mange
tilfeelde i forskellige omrader i fysikken, kemien, bio-
logien, gkonomien og flere andre omrader, hvor nu-
meriske modeller star til radighed. Fanomenet sat-
ter en grense for, hvad der kan forudsiges, og hvor
langt ind i fremtiden man kan producere prognoser af
praktisk veerdi. Disse graenser kan ikke bestemmes pa
forhand, men ma fastlegges ved numeriske eksperi-
menter, hvor man har gode data at sammenligne med.
Disse graenser for forudsigelighed er ikke udfart i sa
mange tilfelde.

Det specielle eksempel, som er anvendt her til at il-
lustrere begreaenset forudsigelighed, tilhgrer en klasse,
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hvor man har udfgrt sadanne eksperimenter ved at sam-
menligne observationer af f.eks. forskellige dyre- og
fuglearter, som lever i det samme omrade og derfor ogsa
er afhangige af den samme fgdemangde [5],
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