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Man er tilbgjelig til at betragte den seedvanlige udvidelse af de rationale tals legeme til de reelle tals som narmest
kanonisk. Det kom som en overraskelse, at John Conways generalisering af Dedekinds snit fgrte til en langt mere
omfattende udvidelse, der gav uendeligt mange flere tal, bade uendeligt smé& og uendeligt store, samt en naturlig

definition af begrebet “spil".

Allerede Euklid er betenkelig ved at tage ordet
“uendelig” forfengeligt. Han skriver, at der er flere
primtal end ethvert (endeligt) tal. Argumentet herfor er
enkelt: Hver gang vi har et antal primtal, pi, 2, mmpn
sd vil enhver primfaktor i talletp\ mp2 m... n + 1 veare
et nyt primtal.

Endnu tidligere matte Pythagoras sande, at selv de
uendeligt mange rationale tal ikke slar til. Den retvink-
lede ligebenede trekant med kateter af lengden 1 hal-
et kvadrat pd hypotenusen (eller et areal2) der er lig 2.
Og intet rationalt tal har kvadratet 2. Da fjernsynet kom
til Danmark, optradte Svend Bundgaard pa skarmen
med denne oplysning. Han skrev et rationalt tal som en
uforkortelig brek, p/q, og sluttede, at hvis p2 = 2g2, sa
ma p vere lige og derfor g ulige, altsd p = 2r, hvor r
ogsa et helt tal. Men s& kan vi forkorte til 2r2 = @2,
hvorfor g ma veare lige. En modstrid. Det fortzelles, at
dette ikke gav den ventede PR for faget.

Graekerne valgte at fokusere pa geometriske starrel-
ser frem for tal, men lgb straks ind i problemer: En
terning med rumfanget 2 forlanger jo konstruktionen
af v*2, en suspekt konstruktion. Og cirklens kvadratur,
dvs konstruktionen af et kvadrat med arealet 7r, kommer
man ikke i nerheden af.

De rationale og de reelle tal

Et uendeligt fenomen inden for de rationale tal er det
sakaldte “Zenons paradoks.” | en beveegelse mod et mal
tilbagelegges farst halvvejen, sd halvvejen af resten
osv. Straekningen deles op i uendeligt mange bidder, s&
man aldrig nar frem! Men en fysiker vil méske sige,
at med jeevn hastighed bliver tiden ogsa delt op efter
samme recept, sé klokken bliver aldrig hel. Altsa, vi har
blot bemarket formlen

GA i 1 1
E 2 =;+i+»+"'=1
n=1

| det 19. arhundrede tog man sig sammen til at
udvide de rationale tal til de reelle tal pd en made,
sa disse fyldte alle hullerne mellem hine pa tallinien.

Enten ved at definere uendelige decimalbrgker eller ved
Dedekinds snit, der definerer et reelt tal ved maengden
af rationale tal, der er stgrre. Altsd er der tale om
en nedad begrenset ikke tom delmangde, A, af de
rationale tal:

0+ACQ

med egenskaben, at
V« GA :Jo,00[C A,
altsd, for hvert a £ A er halvlinien [a, 00[C A. eller
VaGAVr GQ :r>a=Lr GA,

altsd, hvis a G A og r er et rationalt tal, der er stgrre end
a, sderr GA. Ved halvlinien [a, oo[ forstds mangden
af rationale tal, der er > a, altsé [a, oo[= GQlx >
a}. De to definitioner er ensbetydende.

Fx defineres x/2 som

V2 ={x GQ(r > 0Ax2> 2}.

Georg Cantor gor nu den interessante iagttagelse, at
hvad enten man bruger uendelige decimalbrgker eller
de ovenfor praeciserede “snit” far man identiske mang-
der af reelle tal, dvs. enhver af disse er a&kvivalente.
Cantor bemeerkede desuden, at der er flere reelle tal end
rationale! Uendelige starrelser er ikke ngdvendigvis
lige store. Vi definerer 'ligestorhed’ pd samme made,
som vi indser, at der er lige mange fingre pa vore to
heender, nemlig ved at der eksisterer en korrespondance
mellem dem. Altsd, A og B er lige store, hvis vi kan
finde en bijektiv funktion

f :A-+ B,
dvs.
x Ny GA=> f(x) £ f(y)

og
V6 GB3a GA :f(a) = b

Hvis vi nu har en funktion fra de naturlige tal ind
i de reelle tal, alts3 en falge af reelle tal, og disse,
ri, v2, r n, ... skrives som decimalbroker,

Tn -~ Tn‘Tn\rnz...ann..‘

'Frit efter Georg Brandes, der skrev en artikel i Hlustreret Tidende den 26. september 1869 med titlen “Om det uendeligt smaa og det

uendeligt store i Litteraturen”. Den var et gennembrud i litteraturkritikken.

2Pythagoras handler om arealer. At der findes heltallige lasninger til ligningen x2 + y2 = z2 er et mirakel, jvf. Fermats seetning, at erstattes
tallet 2 med et sterre heltal, sa er der ingen heltallige lgsninger (med mindre ét af tallene er 0).
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med G Zog rnj G {0,1, sd vil et tal s =
0,siS2S3.. med egenskaben rjj ~ Sj G {0,1,..., 9}
ikke vaere med i fglgen. Dette kaldes Cantors diago-
nalargument. Vi slutter heraf, at allerede Dedekinds
delmangder af Q er flere end Q selv, idet det er let at
se, at Q kan udtemmes af en passende fglge. (Brgkerne
| med \p\ + \d\ < n er endeligt mange.)

Men varre endnu! Cantor indsd, at det er et generelt
fenomen i mangdelaren, at der er flere delmangder af
en mangde, end der er elementer i den. Det gaelder i det
sma: Den tomme mangde har én delmangde, nemlig
sig selv, men ingen elementer! Og en ma&ngde med
n elementer har 2n delmangder, og n < 2" for alle
n GN.

Det generelle argument er egentlig enkelt: Det er
klart, at umiddelbart er der flere delmangder end ele-
menter, husk blot p&d delmangderne af formen {x}.
Hvis der er lige mange delmangder og elementer, ma
der findes en korrespondance mellem dem, altsd en
funktion fra mangden A til maengden D(A) af dens
delmangder, / : A — D(A), si enhver delmangde
bliver billede af et element i A. Men definerer vi
delmangden

B ={x GA\x £€/0)},

sa er spgrgsmalet, om vi kan finde b G A, sa B —f(b).
Men er b G Bl Hvis b G B, sa siger definitionen,
at b ~ f(b) — B. Og hvis b £ B = f(b), sa siger
definitionen jo, at b G B.

Dette argument blev bergmt som Russels paradoks,
at “meangden af alle mangder” ikke giver mening. Der
er heller ikke nogen stgrste mangde.

Detuendelige kremmerhus

Et spgjst eksempel pa et forvirrende fenomen er det
uendelige “kremmerhus” dannet af funktionen { pa
intervallet [1, oo[ ved drejning om x-aksen.

Figur 1. Profilen af et uendeligt kreemmerhus.

For hvert x dannes en cirkel med radius X Krem-
merhusets rumfang bliver derfor

Men overfladen bliver jo

Som en fysiker vil sige: Vi kan fylde det med maling,
men vi kan ikke male det!

KVANT, oktober 2011 ~ wwwv kvant.dk

Spil

Nu stedte Dedekinds definition John Conway i 1970’er-
ne ved at veere i to trin, ferst Q, s& M. Samtidig
var Conway optaget af at generalisere spils additive
struktur fra upartiske spil til partisanspil. Et spil kaldes
“upartisk,” hvis de to spillere har de samme traek til
radighed. Det afgerende er altsd, hvis tur det er. Et spil,
der ikke er upartisk, kaldes et “partisanspil”. Conway
var isar inspireret af formanden for The British Go
Association, John Diamond. Deres iagttagelse af go-
spillet var, at dette spil pa naturlig made splittes op i en
sum af spil ligesom de upartiske spil.

Figur 2. Spillet “Go”.

Det typiske upartiske spil er NIM, opfundet og
navngivet af C. L. Bouton i 1902. Det er en sum af
uhyre enkle spil, nemlig bunker af tendstikker med
spillereglen, at den spiller, der har tur, fjerner et antal
pa mindst én teendstik. Vinderen er spilleren, der fjerner
den sidste tendstik. Er der kun 1bunke, vinder han let
ved at fjerne hele bunken. Men allerede ved 2 bunker, er
situationen anderledes. Er de lige store, har den anden
spiller den vinderstrategi at kopiere farste spillers treek
i den urgrte bunke. Er de ikke lige store, vinder fgrste
spiller ved at ggre dem lige store. Er der 3 eller flere
bunker, kompliceres situationen betydeligt.

Det viser sig, at alle upartiske spil er akvivalente
med NIM.

Spil og talm&ngder

Partisanspil er spil med fuld information, hvor spillerne
har hver sine muligheder. Typiske eksempler er skak,
dam og go, hvori spillerne opererer med hver sine brik-
ker. Netop spillet go, der har som mal at afgreense det
stgrste areal pa spillebraettet, reduceres i slutspillet til
spredte grensefegtninger rundt om pa brettet. Derved
opstar den naturlige sum af spil: Spilleren vealger, i
hvilken konflikt han vil s&tte ind og sa hvordan.

Conway gnsker at starte fra bunden og definere spil,
naturlige tal, rationale tal og reelle tal med samme
opskrift. Mens Dedekind har én opskrift pa de rationale
tal og derefter en helt anden pa de reelle tal, definerer
Conway spil rekursivt som falger. Der er to spillere, V
(venstre) og H (hgjre). De har hver sine muligheder, der
alle er allerede definerede spil. Svarende til en stilling
pa go-breattet, hvor den ene spiller kan besztte et tomt
felt med en sort sten, den anden et tomt felt med en hvid
sten.

Vi har fra starten kun et spil, som vi kan skrive
{0|0}, altsd spillet, hvor ingen af spillerne har noget
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treek til rddighed. Vi betegner dette spil som O og forstar
det som det spil, hvor den spiller, der er i treekket, har
tabt. Nu kan vi definere tre nye spil: {0]|0}, {0|0},
{0]0}, idet vi skriver O for {0}. Her er de to farste
partisanspil, mens det sidste er upartisk. Spillet {0D}
er altid vundet for V. Er det hans tur, velger han spillet
0, der ikke giver H noget treek, s H har tabt. Er det H’s
tur, har han intet treek og har derfor tabt. Vi betegner
dem som hhv {0|0} = 1og {0D} = —L Disse spil
er tillige eksempler pé tal. Tallene er spil, hvor alle
mulighederne for begge spillerne tillige er tal, og hvor
intet tal, der er til hgjre, er < noget tal til venstre. Spillet
{0|0} er derfor ikke noget tal, men et meget simpelt
upartisk spil, der betegnes med * og er vundet for den
spiller, der er i treekket.

Bemark, at bunken med 1 tendstik i NIM er et
eksempel pa spillet *,

Med denne start opbygger Conway spil og blandt
dem tal, der snart viser sig at omfatte alle kendte tal og
en mangfoldighed af hidtil ukendte starrelser.

Ogsa i almindelighed betyder summen af flere spil,
at spilleren i tur veelger et af spillene at treekke i og s&
efterlader summen af det heri valgte spil og de urgrte
spil. Dvs. at efter at spiller 1 har trukket et eller andet
sted, s& kan spiller 2 vaelge at svare i samme spil eller at
spille i et af de urgrte spil i summen af spil. Som man i
Go-spillet veelger et hjgrne af breettet at treekke i.

Betragt nu spillet

5 = {0|]1} + {0|1} + {0|0}.
Nu kan V treekke til
0+ {0]1} + {0]0},
som H treekker til
{0j0} + {0 D},
som V trekker til
0+ {0|0}.

som H treekker til 0, og V har tabt.
Og H traekker til

{00} + {oW} + {@]0}.
som V trekker til
{0|0} + 0+ {0|0}.

som H trekker til

{0]0},
som V trekker til 0, og H har tabt.
Med andre ord, S = 0, og derfor er

o

Ethvert spil, som tabes af den, der har tur, regnes for
0. Spillene har en partiel ordning defineret ved, at spil,
der altid kan vindes af V, er positive. Rekursivt defineres

-{Av} = {-y\ - @}

{0lg} = {glo}.

fx
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Ordningen defineres derfor som sadvanlig
X >y X —y >0.

Hvis hverken x —y > O ellery —x > 0, sd er der to
muligheder: x - y = 00g x —y = *. Med andre ord, at

X —y tabes af farste spiller hhv. vindes af fgrste spiller.
Vi skriver hhv. x = y og x\\y. Fx 0| |*. Alle NIM-bunker

undtagen den tomme er ||0, mensjo 0 = O.
Tallene er simpelthen de ordnede spil, og vi har set
starten pa de rationale med en potens af 2 i nevneren.
Fx setter vi w = {0,1,2,...p og finder fx
wT 1= {0,1, 2,...|0}. Conway definerer ogsé produkt
og kvotient, hvorved hans udvidede talmeengde bliver

et legeme. Dette indeholder explicitte infinitesimaler, fx

= (i e
Spillet |= {0*} opfylder 0 <|< 2~n for alle n,

den simpleste positive infinitesimal. Man regner med
dem, sdfxer {O] }}=[+ | +*, 09 {T T}= {0 !}

Et endnu mindre positivt spil er
+,, = {001—n}} forn > 0.
Conways spil omfatter tallene som den ordnede

delmangde, der omfatter de sedvanlige reelle tal, men

udger et langt mere omfattende legeme - kaldet de
“surreelle tal” - med uanede mangder af uendeligt sma

og uendeligt store starrelser.
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