Eschers tapeter
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Maurice Comelius Escher (17.6.1898-27.3.1972) er vidt bekendt for sine utallige grafiske arbejder; men vi skal
kun interessere os for hans tapetmanstre, dvs. manstre, der er ens bane efter bane, eller om men vil, gar over i sig

selv ved bestermte forskydninger.

| geometri er kongruens et fundamentalt begreb. To
figurer kaldes kongruente, nér den ene kan bringes til
daekke den anden ngjagtigt ved en afstandsbevarende
afbildning, fx forskydning, drejning eller spejling,
geme flere af disse efter hinanden.

En figur kan ogsd veere symmetrisk, nemlig hvis
den kan bringes til at daekke sig selv ved en sidan
afbildning, der ikke lige er identiteten. Fx en ligebenet
trekant ved spejling i den ene hgjde eller en ligesidet
trekant drejet 120° om sit centrum osv. Et tapetmgnster
som fx en ternet blok teenkt udvidet i det uendelige kan
desuden forskydes over i sig selv, fx vandret eller lodret
i entemns sideleengde.
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Figur 1. Polyas 17 forskellige mgnstre, der hver har netop
sin symmetrigruppe.

Allerede i 1921 eksperimenterede Escher med
menstre, der havde sadanne forskydningssymmetrier.
Samtidig var den ungarske matematiker George Polya
(1887-1985) interesseret i mgnstre med diverse sym-
metrier. Men en matematiker interesserer sig typisk for
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at undersgge, ngjagtig hvilke afbildninger, der farer det
enkelte manster over i sig selv. Elvert enkelt mgnster
er symmetrisk overfor forskydninger i en eller to og
i sidste tilfeelde ogsa alle kombinationer af disse to
retninger, evt. spejling i en eller flere linier og ewvt
drejninger om et eller flere punkter med multipla af en
mulig mindste drejningsvinkel.

Sjovt nok er det klart, at den mindste vinkel, der kan
forekomme, er 60°. Thi ser vi pa et muligt omdrejnings-
punkt og det neermeste punkt, det kan afbildes i ved
en forskydning, og drejer vi nu dette neermeste punkt
en vinkel, der er mindre end 60°, og derefter forskyder
dette punkt tilbage igen, kommer vi til et punkt, der er
teettere pd udgangspunktet end det neermeste. Ved 60°
bliver afstandene ngjagtig ens.

Det er derfor begraenset, hvor mange grupper af af-
bildninger, der kan forekomme. Polya fandt 17 forskel-
lige i 1924 [3], | sin afhandling gav han eksempler
pa 17 forskellige mgnstre, der hver havde netop sin
symmetrigruppe. Jeg gengiver hans eksempler fra [1].
Det var farst i 1937, at Eschers bror, der var geolog,
gjorde ham opmeerksom pa Polyas artikel, som Escher
omhyggeligt kopierede i sin notesbog.
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Figur 2.

Men Escher var helt ligeglad med de 17 grupper,
han ville lave manstre med to eller tre forskellige figu-
rer, der kunne farveleegges, sa naboeme efter forskyd-
ningerne altid havde forskellige farver. Naboerne skal
have en greense feelles, ikke kun et punkt. Farst gik
han frem efter et simpelt grundmenster for forskydning,
nemlig et af felgende fem: (De folgende figurer gen-
gvesfral:].)
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Efter valget af grundmanster skulle der veelges et
motiv, som s skulle transformeres efter fire kongruens-
typer, givet ved afbildningernes art.

Figur 4. Illustration som Escher brugte ca. 1960 i sine
forelesninger til at forklare teorien om regelmassig op-
deling af planen. Eschers titel lyder “Reguler opdeling af
planen. Fem eksempler pd kvadratsystemer”. Til venstre har
han noteret “De tre karakteristika er: 1. translation, 2. akser
(O og O), 3. glide-refleksion”. Ved de gverste to mgnstre er
noteret “kun translation” og “kun akser”. Ved de nederste
magnstre er noteret “translation og akser”, “translation og
glide-refleksion” og “translation, akser og glide-refleksion”.

Figur 3. . - o
s hvor symbolerne 00 og O angiver drejninger pa hhv.
Egentlig er der kun tre, men han fremhaever den 90° og 180° om det punkt, symbolet markerer. Han
sammensatte af de to forste, kaldet “glidespejling”. giver nu en klassifikation af mulige menstre, 24 ialt,
Som eksempel giver han fem variationer pa et kvadrat- med to farver, inddelt efter de 5 grundmanstre, A,...,.D
system, 0g de anvendte symmetrier (se figur 5).
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OverView of 10 asymmetric polygon systems, based on 5 groups of cjuadrilaterals with a minimum of 2 contrasting colors
and one motif
A
Parallelogram 1A A mA
B
Rhombus P 1B up VB VIB
C
Rectangle Ic nc up Ve VIP VIIP
D
Square ID ip up VD \D VP VIP vnP
E
Isosceles right triangle X
Figur 5.
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Uiaracteristics of ttie LU systems

[direction of] [location of rotation] [direction of]
system translations axes glide-reflections
t in both transversal directions nore none

and in both diagonal directions
a in one transversal diirection 4 on the vertices, 2-fold

2 in the centers of parallel sides, none
2fod
] in both diagonal directions 4 in the centers of all sides, 2-fold none
IV inboth diagonal directions none glice-reflection in bath
transversal directions
V  inone transversal direction nore glide-reflection in one
transversal direction
glide-reflection in both
diagonal directions
M in one diagonal direction 2 in the centers of two adjacent glide-reflection in one
sides; 2-fold diagonal direction
glide-reflection in both
transversal directions but only
in the direction of the sides
without rotation poirt
Ml nore 2 in the centers of perallel sides, glide-reflection in one
2-fold transversal direction
glide-reflection in bath
diagonal directions
Mil none 4 on the four vertices, 2-fold glide-reflection in both
transversal directions
X none 2 4fold ones on diagonal vertices none
2 2-fdld ones on diagonal vertices
X nore 3 4fold ones on the vertices noe

1 2-fold one in the center of the hypoteneuse

Figur 6.

| det falgende vises tre typiske mgnstre med an-
givelse af arten nedenunder.

Figur 7. System IVB.
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Han lavede eksempler pa alle 24 typer, i alt lavede
han mange hundrede tapeter. Jeg vil slutte med at vise et
helt andet aspekt, nemlig en af hans tre umulige figurer.
Denne her kalder jeg: “Altid op ad bakke og altid lige
langt!” En tilveerelsens metafor.
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