
Isotoperne He-4, 0-16, Si-28, Ca-40, Cr-52, Sr-88 , ... 
er kernepunkter i det system der skaber de stabile skaller 
i det periodiske system.

Denne konstruktion er den enkleste form, de magiske 
tal kan angives i, idet de har de flest mulige protoner og 
neutroner i de færrest mulige elementer.

Modellen skal ses under den synsvinkel at elemen-
tarpartiklerne forener sig i elementer i atomkernerne og 
således danner, dels det system som alle kerner er op-
bygget af og dels de elementer som afbalancerer kernens 
energi. Kombinationer og fordelingen af disse elementer 
afspejler den energitilstand der hersker i atomkernerne. 
Modellen er et billede på den balance atomerne søger 
imod for at opnå den størst mulige stabilitet.
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Den evige trekant -  eller kunsten at tælle
Mogens Esrom Larsen, Københavns universitets matematiske institut

Indledning
Når man har bygget et korthus, melder det helt naturlige 
spørsmål sig nærmest af sig selv, "hvor mange trekanter 
er der i korthuset?"

Når familien har talt trekanterne i dette seksetagers kort-
hus kommer det næste problem: Hvem har talt rigtigt, hvis 
nogen overhovedet har det? (Der er 78, så i praksis kan 
enkelte være smuttet.) Det er faktisk nemmere at svare på 
det generelle spørgsmål, "hvor mange trekanter er der i et

trekantet korthus på n  etager?"
Men hvordan skal opgaven gribes an? Man kan tælle 

trekanter af samme størrelse, trekanter, der er retvendte og 
trekanter, der står på spidsen. Man kan forsøge sig med 
en rekursionsformel, og man kan prøve med en snedig kor-
respondance til en kendt mængde. Hver eneste tænkelig 
metode har faktisk været forsøgt med held i løbet af de sid-
ste 30 år, så en gennemgang af problemets historie giver 
samtidig en oversigt over den kombinatoriske tælleteknik.

Løsning
Den simpleste form, løsningen kan gives, er som den hele 
del af brøken:

'n (n  +  2 )(2n  +  1 ) 1

. 8 J

hvor n  er antallet af etager i korthuset, og de kantede pa-
renteser, [x], betyder det nærmeste hele tal, n  < x . (Det er 
kun for ulige værdier af n, at afrundingen er nødvendig.) 
Det ses, at for n  =  6  fås =  78.

Historie
De ældste kendte korthuse optræder hos A. Cyril Pearson i 
1907, [14], og som “King Solomon’s Seal” hos Sam Loyd 
i 1914, [10], der spørger om antallet af ligesidede trekanter 
i et korthus på 4 etager. (Der er 27.) Der er iøvrigt kun 
ligesidede trekanter.
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Den første, der stiller spørgsmålet i den generelle form, 
er J. Halsall, der i 1962 i [7] finder formlen, men ikke 
beviser den. Denne notits forblev temmelig upåagtet på 
grund af sin intetsigende titel, “An interesting series”. Den 
refereres kun af N. J. A. Sloane i [16], (1973). Opgaven 
stilles igen i 1966 af J. E. Brider, [1], hvor formlen gives, 
men heller ikke denne gang bliver den bevist. Det første 
bevis skyldes C. L. Hamberg og T. M. Green, [8 ], i 1967, 
og denne gang blev der lagt mærke til det. Men ikke af 
alle. Uden at kende disse publikationer stillede og løste
F. Gerrish opgaven i 1970, [6 ], men løsningen var kom-
pliceret, så den gav anledning til flere simplifikationer fra 
D. G. Mastrantione, [12], B. W. Martin, [11], og C. Wells, 
[17], alle i 1971. Endelig i 1973 gav J. W. Moon og N. J. 
Pullman i [13] et elegant bevis med brug af frembringende 
rækker.

Trods alle disse artikler stillede R. E. Edwards 
spørgsmålet i Mathematics Magazine i 1974, [4], Dette 
blev besvare af B. Prielipp og N. J. Kuenzi i [15] samme 
år med henvisningerne [6 , 11, 12, 13], mens mange andre 
henviste til [8], Samtidig gav L. Carlitz og R. Scoville et 
nyt bevis i [2], Senere, i 1976, gav R. J. Cormier og R. B. 
Eggleton i [3] endnu et bevis med henvisning til Edward ’s 
spørgsmål i [4],

Nu var problem og løsning kendt, men gik i glemmebo-
gen. I 1986 stillede og løste R. H. Garstang opgaven i [5] 
uden henvisninger til litteraturen, endda i Mathematical 
Gazette, som tidligere havde bragt [6 , 7, 11, 12]. Endelig 
blev alle beviserne samlet i 1989 i [9], hvor et enkelt bevis 
blev tilføjet.

Den generelle opgave er stillet mindst 6  gange 
uafhængigt af hinanden, nemlig i 1962 i [7], 1966 i [1], 
1967 i [8 ], 1970 i [6 ], 1974 i [4] og i 1986 i [5],

Beviserne
Beviserne benytter de fleste af de metoder, man finder i en 
lærebog i kombinatorisk tælleteknik. Differensskemaer, 
del op og tæl. korrespondancer, differensligninger med og 
uden frembringende funktioner, rekursion og induktion og 
til sidst: Den relevante reference.

I det følgende vil jeg gennemgå samtlige beviser så 
detaljeret, at det skal være muligt for læseren at forstå dem 
uden at skulle søge til anden litteratur. Meningen med det 
er, at man kan bruge opgaven som eksempel: Man stiller 
den til en klasse og er så forberedt på at hjælpe eleverne 
på gled, ligegyldigt hvilken idé, de begynder med. (Med 
mindre en elev finder endnu en måde at angribe problemet 
på, hvad der ville være det mest spændende, man kunne 
få ud af opgaven!)

Differensskemaer
Denne metode er benyttet i [1, 7, 8 ,11,15] til at bestemme 
formlen (1). Hvis nemlig løsningen er et polynomium, 
så vil det afsløres ved, at den n -te  differens er 0. Vi 
danner derfor håbefuldt et differensskema, så langt som 
nødvendigt. Vi kalder antallet af trekanter i et korthus 
med n  etager for / ( n ) ,  og tæller disse for n  =  1 ,2 ,3 ,__

Vi danner derefter sukcessivt differenserne A  1 (n -5) =  
f ( n  +  1) -  / ( n ) ,  A 2 (n) =  A ^ n .5 )  -  A l ( (n  -  1).5), 
osv. Vi får følgende tabel:

n  1 2 3 4 5 6 7

f i n )  1 5 13 27 48 78 118

A 1 4 8 14 21 30 40 52
A 2 4 6  7 9 10 1 2
A 3 2  1 2 1 2 1

Det ses umiddelbart, at vi ikke kan nå en konstant diffe-
rensrække. Funktionen er ikke noget polynomium. Men
da A 3 har periode 2 , kan det måske hjælpe at dele prob-
lernet op i de lige og de ulige.
De ulige etageantal giver

m 0 1 2 3 4 5

n  =  2 m  + 1 1  3 5 7 9 1 1

f ( n ) 1 13 48 118 235 411

A 1 12 35 70 117 176
A 2 23 35 47 59
A 3 1 2  12 1 2

Og de lige giver

m 1 2 3 4 5 6

n  -  2 m 2 4 6 8 10 1 2

f ( n ) 5 27 78 170 315 525

A 1 22 51 92 145 210
A 2 29 41 53 65
A 3 1 2  1 2 1 2

Hvert af disse mønstre ender med en konstant trediedif-
ferens. Vi kan derfor finde to trediegradspolynomier i n, 
der frembringer / ( n ) ,  i hvert fald så langt vi har orket at 
beregne / ( n ) .  Den ene funktion må antage formen

/ ( 2m  +  1 ) =  a m 3 -f bm2 +  c m  + d (2 )

Samtidig ved vi, at den antager værdierne 1, 13, 48, 118 
for m  =  0 .1 , 2, 3.
Vi skal derfor blot løse ligningerne

d =  1
a -\- b c d — 13

8a  +  46 +  2c +  d =  48
27a + 9b + 3c + d =  118

Det er en simpel rutine at finde (a, 6 , c, d) — (2, y , 1).
Vi gætter derfor på formlen for ulige værdier af n :

/ ( 2 m  +  1) =  - ( 4 m 3 +  l i m 2 +  9m  +  2). (3)

Denne form findes i [1, 7],
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M an  k an  n a tu rlig v is  o g så  finde p o ly n o m ie t v ed  en  in te r-
p o la tio n . B ru g e r  v i L ag ran g e s  in te rp o la tio n sfo rm e l fo r  n  
lige , få r  v i d irek te :

f { 2m)
(m - 2 ) ( m -  3)(t o -  4)

(1 -  2)(1 -  3)(1 -  4)
J m  -  l)(m  -  3)(m -  4)

(2 — 1)(2 — 3)(2 — 4)
(m -  l)(m  -  2)(m — 4) (4)

' (3 — 1)(3 — 2)(3 — 4)
(m -  l) (m  -  2)(m -  3)

+ ' (4 — 1)(4 — 2)(4 — 3)
i  (4 m3 +  5 m2 +  m).

D enne  fo rm  findes o g så  i [1, 7].

F o r at b r in g e  d isse  to  fo rm ler, (3 ) og  (4 ), p å  en  fæ lle s  
fo rm , in d sæ tte r  v i n — 2 m  +  1 i (3 ) og  n  =  2 m  i (4 ). Vi 
får så  fo rm le rn e , o g så  i [1, 7]:

f H  =
2 r?3 +  5 n 2 +  2 n  - 1 ,

8
— for n  u lig e , (5 )

f ( n )  =
2  n 3 +  5 n 2 +  2 n

8
fo r n  lige. (6 )

tæ lle ren  i (6 ) kan  fak to rise re s . M en tæ lle re n i (5)
kan  jo  fak to rise re s , n å r v i se r  v æ k  fra  k o n sta n te n , —1. Vi 
in d fø re r  d e rfo r  p a rite ts fu n k tio n e n  <5(n), d e fin e re t ved

£/ \ 1 -  ( - 1 ) ”  [  0  fo r n  lig e  ^
6(n) = ------- j -------  =  \  1 fo r  n  u lig e  <7)

så  vi k an  sa m m e n fa tte  (5 ) o g  (6 ) til

/ ( „ )  =  " ( «  +  2 ) P "  +  l ) ~ ^ ) | (8 )

F ig u r  2

T o p p u n k te t a f  en  A - t r e k a n t  a f  s tø rre lse  n —i + 1 m å lig g e  i 
den  sk rav e red e  del a f  trek a n ten  i figu r 2. D e rfo r  e r  an ta lle t 
a f  trek a n te r  a f  d en n e  s tø rre lse  lig  m ed  an ta lle t a f  p u n k te r 

i d en  sk rav e red e  trek an t, a ltså  1 +  2  +  ... +  i  =  .

so m  n a tu rlig v is  e r  æ k v iv a len t m ed  ( 1 ).

Del og tæl

D en n æ rlig g e n d e  idé at tæ lle  de re tv en d te  tre k a n te r  fo r sig  
o g  trek a n te rn e  p å  sp id sen  fo r  s ig  e r  re t u d b red t. L ad  os 
b e teg n e  d e  to  fu n k tio n e r  m ed  h en h o ld sv is  A ( n )  og  v ( n )- 
S å har v i

f ( n )  = A  ( n )  +  V ( « ) -  (9 )

Y d erlig e re  o p d e lin g  fo re tag e s  i [5, 6 , 8 , o g  15]. M ens 
[6 , 8 ] d e le r  så  m eg et op , at den  en d e lig e  o p tæ llin g  b liv e r 
b e sv æ rlig , e r  [5, 15] tilfred s  m ed  d en  n a tu rlig e  o p d e lin g  
e f te r  s tø rre lse .

B ru g er v i E u le rs  su m sy m b o l,

n

T  a k  =  a l  +  a 2  +

fc=l

kan  v i sk rive  re su lta te t som :

A ( n )

( 10)

i(i  +  1 ) 
2—  o
i=  1

1 n ( n  +  l ) ( n  +  2 ) (  n  + 2

hvor vi h a r b e teg n e t b in o m ia lk o e ff ic ien ten  m ed

n\
k\(n -  k)\

( 11)

( 12)
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T ilsv a ren d e  m å sp id se rn e  a f  y - t r e k a n t e r n e  a f  s tø rre lse  i 
lig g e  i de t sk rav e red e  o m råd e  a f  figu r 3. D erfo r b liv e r a n -
ta lle t a f  y - t r e k a n t e r  a f  s tø rre lse  i  lig  m ed  an ta lle t a f  p u n k -
te r i d en  sk rav e red e  trek an t, a ltså  l + 2 + . . . + ( n + l —2 i )  =
( n - f l  — 2 i ) ( n + 2  — 2i)

. A ltså  er d ere s  sa m le d e  an tal

V(") = Y .
(n +  1 — 2 i ) ( n  +  2 — 2 i )

i= i

( n  + l)(n + 2)
-  ( 2n  +  l ) ^ i

1=1

+ 2 £ i ( * - l )
i = i

(n + l)(n + 2)

2 n  +  1

2

+ 3
n

2

n

2

+  1

+ 1

(n + l)(n + 2)
+

-  1

n

2
+  1

2n +  1

D ette  u d try k  k an  fo re n k le s  v ed  h jæ lp  a f  fu n k tio n e n  6 ( n )

d e fin e re t i (7 ), id e t v i b ru g e r  fo rm len  [ | ]  =n i  _ n - å (n )

Vi få r så

V ( n )  =
n — <5(n) /  ( n  +  l) (n  +  2)

2 V 2
n  +  2 — 6 (ri) ( n  — 2 — 6 ( n )  2n +  1

2 V 3 
n  — 6 ( n )  / ( n  +  l ) ( n  +  2 )

2 V 2
(n +  2)(4n +  7) -  (2n +  5)<5(n)

12
n(n  +  2)(2n — 1) 6 ( n )

24 8
(13)

hv o r v i h a r b ru g t den  s im p le  k en d sg ern in g , at 6 ( n ) 2 =  
6 ( n ) .  F o rm len  (8 ) fø lg e r  nu  v ed  ad d itio n  a f  (1 1 ) o g  (13) i 
h en h o ld  til (9).

Korrespondance

D ette  p r in c ip  b en y tte s  i [3] på  fø lg en d e  m åde. H ver 
trek an t e r  k a ra k te r ise re t a f  tre  "k o o rd in a te r,"  e t tr ip e l a f  
h e le  ta l, i , j , k  m ed  0  <  i , j ,  k  <  n  hv o r i , j , k  er 
"h ø jd ern e"  a f  de  tre  sider. S e fig u r 4.

F ig u r  4

H vert tripe l d e fin e re r en  trek an t, m ed  m in d re  d en n e  u d arte r  
til e t pun k t. D et er tilfæ ld e t, n e to p  n å r  i  +  j  + k  =  n.  
M en fo r at trek a n ten  skal b e fin d e  s ig  in d en  i k o rth u se t, Tn,
skal

i  +  j < n , (1 4 )

i  +  k < n , (1 5 )

j  +  k < n\ (1 6 )

d e rfo r  sv a re r m æ n g d en  a f  tre k a n te r  til m æ n g d en  a f  trip le r,

A  =  { ( i ,  j ,  k )  | i + j < n A j  +  k <  n A  
k  +  i < n A i  +  j  +  k ^ n }

Et tripe l fra  A  sv a re r til en  A - t r e k a n t ,  n e to p  når 
i + j  +  k  < n.  S å fo r  at fin d e  A  ( n )  sk a l v i tæ lle

8  — {(*> k)  €  A  | i  +  j  +  A; <  n} ,

og  fo r  at finde  y  ( n )  ska l v i tæ lle  re s ten ,

C  =  { ( i , j , k )  e A \ i  +  j  +  k > n } .  (1 7 )

F ø r v i tæ lle r  B, b em æ rk e r  v i, at b e tin g e lse rn e  (14—16) e r 
overflø d ig e , da  de fø lg e r  a f  i  +  j  +  k  < n.  Vi d efin e re r 
fø lg en d e  fu n k tio n  på  B:

(*t j i  k)  — > ( i  +  1, i  +  j  2, i  +  j  +  k  +  3).

D ette  e r  en  b ije k tiv  k o rre sp o n d an c e  m e lle m  m æ n g d en  B 
og  m æ n g d en

D =  { ( a ,  b, c ) \ l < a < b < c < n  + 2}.

M en hvert tr ip e l i D sv a re r  til en d e lm æ n g d e  p å  tre e le -
m e n te r  b la n d t ta lle n e  1 , . . . ,  n  + 2, så  d e re s  an ta l e r  den  
v e lk en d te  b in o m ia lk o e ff ic ien t

A (n)
71 +  2

3

A t tæ lle  C  e r  d e rim o d  ik k e  så  let. V i d e fin e re r fu n k tio n e n  
på  C

( i , j ,  k)  — ♦ (i +  j  +  k  -  n , i  +  l , i  +  j  +  2 ) . (1 8 )
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Ifø lg e  d e fin itio n en  a f  C , (1 7 ), g æ ld e r so m  e r de t sam m e so m  (13).

0 < i + j + k — n

o g  a f  (1 6 ) fås

i  ~\~ j  ~\~ k  — rz <C z +  1 

m en s  0  <  j  m ed fø rer

i  +  \ < i  +  j  +  2

o g  (1 4 ) g iv e r os

z +  j  +  2  <  n  +  2

E n d e lig  g iv e r  (15 ) o s  b e tin g e lsen

(i +  j  +  k  — ri) +  (i +  1 ) <  (z +  j  +  2 ),

D e rfo r  e r  fu n k tio n e n  (1 8 ) en  b ijek tiv  k o rre sp o n d an c e  
m e lle m  C  o g  m æ n g d en

E  =  { (a ,  b, c) | 1 < a < b < c < n  + 2
A a +  b < c}

F o r nu at tæ lle  E  g å r  vi frem  som
fø lg e r: F or hv ert v a lg  a f  a + b — d,
d — 3 , 4 , . . . ,  n  +  1, k an  v i v æ lg e  a, 1 <  a <  [ ^ - ] , og  
c, d < c < n  + 2 , m en s  b n ø d v en d ig v is  b liv e r b = d — a. 
D erfo r er an ta lle t a f  tr ip le r  i E

n + 1

v W = ^(n + 2-d)
d= 3

’d  — Y  

2

E n  m å d e  a t k o m m e v id e re  på , v il v æ re  at b e tra g te  d iffe r-
en sen

V ( n )  -  V ( » -  1)
n +1

— E ( n  +  2  -  d)
d= 3

r i
2 .

r i
2 .

r i
2

d -  1
-  J2(n + 1 _

E
d= 3  

n

E

d -  1

2

d - l - 6 { d - l )

d= 3
1 (  n(n  — 1 ) 

+  2
n 2 ^ ( n )

T
2 "i

d= 3

i )

\  I n  —  2 "

/  2 2

d -  1

V ed h jæ lp  h e ra f  få r  vi

.2 "i

V(") = E  J  = £ t _ £  —

1 n ( n  +  l) (2 z z  +  1) 1 [ n  +  1

4  6  4  [ 2

n ( n  +  l ) ( 2 n + l )  1 n  +  1 — 6 ( n  +  1)

4  224
n ( n  +  2 ) ( 2 n  — 1 ) 6(n)

2 4  8 ~  ’
(19 )

Differensligningen

K o rth u se t e l le r  tre k a n te n  Tn a f  s tø rre lse  n  in d e h o ld e r  p ræ -
c is  tre  tre k a n te r  i =  1 , 2 , 3  a f  s tø rre lse  n  — 1 . 

F æ lle sm æ n g d en  a f  to  trek an te r, T ’t_L D a f  s tø rre lse  

n — 1 e r  en  trek an t, T^_2 a f  s tø rre lse  n  — 2 , så  de 
tre p a r d an n e r  tre  så d an n e  trekan ter. H e ld ig v is  u d g ø r 
fæ lle sm æ n g d en  a f  de  tre -  e lle r  a lle  sek s  -  én  trek a n t a f  
s tø rre lse  n — 3 , T „ _ 3.

F ø rs t tæ lle r  v i de tre k a n te r  i Tn, so m  tillig e  lig g e r  i 
m in d s t én  a f  trek a n te rn e  T^_x. N u  v a r / ( n  — 1) an ta lle t 
a f  tre k a n te r  i h v e r  a f  trek a n te rn e  a f  s tø rre lse  n — 1. M en 
3 f ( n  — 1) tæ lle r  h v e r  trek an t, som  tillig e  lig g e r  i en  a f  de 

tre  trek an te r, T^_2, m ed  m in d s t to  g an g e . V i m å d e rfo r 
træ k k e  f ( n  — 2 ) f ra  tre  g an g e . M en  h v e r  a f  de  trek an te r, 
d e r lig g e r  i T „ _ 3, e r  b lev e t ta lt m ed  3 g an g e  o g  trukket 
fra  3 g an g e , så  de  m å læ g g es  til til s id s t. D erfo r  b liv e r 
an ta lle t a f  trek an te r, d e r  tillig e  lig g e r  i en  m in d re  trek an t, 
ta lle t

3 / ( n  -  1) -  3 f ( n  -  2 ) +  f ( n  -  3 )

F o r at få  de t sa m le d e  an ta l trek a n te r  i T„ m å  v i tilfø je  dem , 
d e r  ikke lig g e r  i n o g en  a f  de  m in d re  trekan te r. D et d re je r  
s ig  o m  se lv e  trek a n ten , Tn, og , n å r n  e r  lig e , trek a n ten  på  
sp id sen  a f  s tø rre lse  | . D if fe re n s lig n in g en  fo r  fu n k tio n e n  
f ( n )  b liv e r derfo r:

f ( n )  -
3 / ( n  -  1) -  3 / ( n  -  2 ) +  f ( n  -  3 )  +  2 -  6{n).

(20)
D en n e  fo rm e l f in d es  i [13].
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L ig n in g en  kan  lø se s  p å  flere  m åder. J. W. M o o n  o g  N . 
J. P u llm an  b ru g e r  i [13] den  e leg an te  ek sp o n en tia lfre m - 
b r in g e rfu n k tio n , so m  v i v en d e r  tilb ag e  til, m en  m an  kan  
g o d t n ø je s  m ed  den  a lm in d e lig e  f re m b rin g e rfu n k tio n , som  
vi v ise r  i n æ s te  p arag ra f. E n d e lig  kan  m an  jo lø se lig n in -
g en  v ed  s im p e lth en  at sp a lte  o p e ra to re n , so m  v i sk a l gø re  
nu.
Vi sk riv er lig n in g en  (2 0 ) so m

/ ( « )  -  3 f ( n  -  1) +  3 f ( n  - 2 ) -  f ( n  -  3 )
— 2  — 6(n). '  '

D et k a ra k te r is tisk e  p o ly n o m iu m  fo r  o p e ra to re n  h a r  den  
tred o b b e lte  ro d  1. H v is  vi d e rfo r  in d fø re r  den  a lm in d e lig e  
d iffe ren so p e ra to r

A /(n) =  / ( n ) - / ( n - l )

kan  v i sk rive  (2 1 ) som

A 3 / ( r a )  =  2  -  6(n),

d er fx lø se s  su k c ess iv t so m

A 2/ ( n )  =

A f ( n )  =

f { n )  =

Ide t k o n s ta n te n  i tred ie  tr in  e r  0 , fo rd i / ( O )  — 0 . A f  
/ ( 1 )  =  1 o g  / ( 2 )  =  5 fås  o  =  (3 =  0. H e re fte r  se s  det 
u m id d e lb a rt, at ( 2 2 ) er d e t sa m m e  so m  (8 ).

Frembringerfunktionen
D ette  e r  b lo t en and en  m e to d e  til lø sn in g  a f  (21 ). V i d e -
fin ere r en  fo rm e l p o ten sræ k k e , F ( x ) ,  m ed  /?—te koeffic ien t
lig  m e d  f ( n ) ,  h v o r  f ( n )  an tag e s  at lø se  (2 1 ).

OO

F(x)  =  £  (2 3 )
71=1

Vi g an g e r  n u  (2 3 ) m ed  x  su k cess iv t o g  får

o c

x F ( x )  =  £  f ( n  ~  1 )æ "
71 =  1

a +  ’y  ' (2 — 6 ( v ) )  — et +
3 n  — 8(n)

i/= i

P + Y \ a +
i/= i

3  v — 8(v) 
~ 2

3  Ct ’ TI -\-
3 n 2 +  2 n  — 8(n)

Y  (/3 + a - v  +

4

3 v 2 + 2v — 6{v)

V = 1

3 n(n  +  l ) ( 2 n  +  1) 1 n ( n  +  1)

4  6  +  2 2

1 n + S(n) n (n  +  1 )
_  4  ' 2  0  • n  + a  ■ -

n ( n  +  2 ) ( 2 n  +  1 ) -  6{n)

+f3 ■ n  + a

8
n(n  +  1 )

(22)

OO

x 2F ( x ) = Y f ( n ~  2 ) x "
71=1

OO

x 3F ( x ) =  ^ / ( n - 3 ) x n .
71=1

m ed d e fin itio n e rn e  / ( O )  =  / ( —1) =  / ( —2 ) =  0 , som  
p as se r  i (2 1 ) fo r  n  =  1, 2 ,3 .  Ved b ru g  a f  d if fe re n s lig n in -
gen  (2 1 ) få r  v i d e rfo r

F(x) (  1 — 3 x  +  3 x 2 — x 3 )

F(x)  — 3 xF{x )  +  3  x 2F(x)  — x 3F(x )

E ( / ( n ) ~  3 / ( n  -  ! )  +  3 f ( n ~  2 )
71=1

- f ( n - 3 ) ) x "  = Y ( 2 - 6 ( n ) ) x n

O O

2 £ * " -
71=1

-  £ 6 ( n ) x n
71=1

O C

2 x  Y  x "
O O

— X £  x 2n
n=0 71=0

2 x x  x  + 2x‘
1 — X 1 — x 2 1 — X2

x  +  2 x 2

( 1  — x ) ( l  +  x ) '
(2 4 )

Ved at d iv id e re  m ed  1 — 3 x  +  3 x 2 — x 3 =  (1 — x ) 3 få r  
vi a f  (2 4 ) ved  h jæ lp  a f  en  p a rtia lb rø k so p sp a ltn in g

F(x)  =
2x + x 2

( 1  — x ) 3 ( l  — x ) ( l  +  x )

+
(1  — x ) 4 ( 1  — x ) 3 ( 1  — x)

1 6 + 1 6

1 — X 1 +  x
(2 5 )

H v er a f  d isse  p a r tia lb rø k e r  h a r  en  v e lk en d t 
ræ k k eu d v ik lin g , d e r få s  v ed  su k cess iv  d iffe ren tia tio n  
a f  en  k v o tien træ k k e :

1

1 +  X

1

1 — X

1

(1 — x ) 2

1

(1 — x ) 3

1

(1 — x ) 4

OO

71 =  0

OO

71 =  0

X > + i ) x n (2 6 )
71 =  0

V '  (n  +  l ) ( n  +  2 )  „
^  2 X
7 1 = 0

(re +  l ) ( n  +  2 ) ( n  +  3 )  n 
2 A  a  x  ■
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S u b s titu tio n  a f  u d try k k en e  fra  (2 7 ) i (2 5 ) g iv e r  v ed  sam - F o r at finde  a,  (3 og  7 , sæ tte r  vi de  k en d te  v æ rd ie r  ind  fo r
m e n lig n in g  a f  k o effic ien te rn e  i d en n e  ræ k k e  o g  (2 3 ) f i n ) .  Vi få r  lig n in g ern e

f i n)  =
3 (n +  l ) ( n  +  2 ) ( n  +  3 )

2 6 
7 ( n  +  l ) ( n  +  2)

4 2

+r< " + 1 ) + å  +
2n3 +  5 n 2 +  2 n -  6(n)

+  3)
7 +  m

0  + 1 -  Te 
2a  +  2(3 +  7  ~F Tg

=  / ( o ) = on =  0  :
n — 1 : =  / ( 1 )  =  1

+ n = 2: =  / ( 2 )  =  5

—  • ( - 1 ) ” 
16 v ' A ltså  e r

8
d er le t g en k e n d es  so m  (8).

1 9  11
^ =  “ = ¥ ;

Den eksponentielle frembringerfunktion
I [13] lø se r J. W. M o o n  o g  N. J. P u llm a n  (2 1 ) m ed  den 
ek sp o n en tie lle  fre m b rin g e rfu n k tio n . F ø rs t fo rsk y d e r  vi 
n  —*■ n  +  3 i (21 ) og  får

f ( n  +  3 ) -  3 f ( n  +  2 ) +  3 / ( n  +  1) -  f ( n )
=  1 +  6(n).  (27 )

D ern æ st d e fin e re r  v i en  fo rm e l p o te n sræ k k e , F(x)  m ed

n - t e  k oeffic ien t lig  m ed  hvor f ( n )  an tag es  at løse 
(27 );

F(x)  = Y .
f i n)

71=0 n \
(2 8 )

så v i en d e r  m ed  a t finde

2n(n  — l ) ( n  — 2 ) +  l l n ( n  — 1) +  9 n
/ ( " )  =  --------------------------------- g ---------------------------------

1 - ( - ! ) "

16
n ( 2 n 2 +  5 n  +  2 ) 6(n)

8 8“ ’

le t at g en k e n d e  som  (8).

Induktion eller rekursion

Ved su k c ess iv  d iffe ren tia tio n  a f  (2 8 ) få r  vi

F \ x ) =  f
rt i L*71 = 0

F"ix)
^ 0

F"' ix) _  s p  / ( n  +  3 ) „
^  ni71 =  0

D en n e  g a n g  g ive r d iffe ren s lig n in g en  (2 7 ) an led n in g  til en  
d iffe ren tia llig n in g , n em lig

F"'{x)  -  3 F"(x )  +  3 F' (x)  -  F(x)
_  l+g(n) ~.n
—  Z ^ n = 0 n! X

=  e* +  s in h ( x )  -  f e 1 -  \ e ~ x . (29 )
F ig u r  6

D en  k a rak te r is tisk e  lig n in g  h a r ig en  tre d o b b e ltro d en  1, så  
lø sn in g en  findes som

F(x)  =  -jx3ex +  a x 2ex +  f3xex +  ~/ex +  - ^ e _x
4  -LO

h v o r a, (3 o g  7  a fh æ n g e r a f  b e g y n d e lse sv æ rd ie rn e . Vi 
in d fø re r  n u  ræ k k eu d v ik lin g e rn e  fo r  ex o g  i u d try k k e t 
o g  får

I d e tte  a fsn it ska l v i b ru g e  en  fø rste  o rd en s  d iffe ren s lig n in g  
til at fin d e  f ( n ) .  S a m m e n lig n e t m ed  (2 1 ) sk e r s im p lif ik a -
tio n en  a f  v en s tre  side på  b e k o s tn in g  a f  h ø jre s id en :

f i p )  ~  f i n  -  1) =  F{n)

F i x )
x  / I

Y  ( - n ( n  — l) (n  -  2) +  a n ( n  -  1)
71=0

+ / 3 n  +  7  +
( - 1 ) "

16 7 7 !I '

h v o r  F(n)  e r  en  e lle r  anden  k o m p lice re t fu n k tio n . D enne 
a n g re b sv in k e l f indes i [2],

D en n e  g a n g  se r  v i k u n  p å  e t k o rth u s, Tn_i,  d e r  er 
s tu e e tag en  m in d re  en d  Tn, se  fig u r 7, o g  v i fo rsø g e r  at
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b ere g n e  an ta lle t a f  tilk o m n e , F(n) ,  so m  lig g e r i Tn, m en  
ikke  i T n _ i .

D e t b liv e r  lid t le tte re  at g ø re  de tte , h v is  v i d e le r  o p  i 
re tv e n d te  tre k a n te r  o g  tre k a n te r  p å  sp id sen :

A  (n) — A (n  — 1) =  G(n),  

V ( » ) - V ( * * - l )  =  H(n) ,

H e ra f  fø lg e r  u m id d e lb a rt

A (n ) =  Y . G (u)
U=1

hv o r vi sø g e r  G  o g  H.

D er e r én  re tv en d t n y tilk o m m e n  i Tn fo r  h ver p rik  i Tn_1, 
se figu r 7, h vad  d e r  g iv e r et sa m le t an ta l på

F u n k tio n en  H( n)  e r  so m  sæ d v an lig  m e re  g e n s trid ig  at 
b e reg n e . A lle  n y tilk o m n e  m å have sp id sen  på  g ru n d lin -
ien  i Tn (fig u r 8). F o r h v e rt p u n k t, i, i =  1 , [f ] , e r  d e r 

p lad s  til i ny trek a n te r  ind en  i Tn. Vi få r  d e rfo r  v ed  h jæ lp  
a f  f ig u ren s sy m m etri

H( n)
[t]

2 £ i - ( l - « ( n ) ) -

h v o r v i o m h y g g e lig t h a r  u n d g åe t at tæ lle  i =  |  m e d  to  

g an g e , n å r n  e r  lige. Vi b e re g n e r  nu

H{n) +  1 (1

- 6 ( n )  f n - 6 ( n ) , ^  n  n  
—  ( — 2—  +  1 -  2  +  2 H n )

n 2

n 2 6 { n )

T T~

n

2
n n  1 1A 

4  _  4  +  4 _  2 )

G(n) =  Y.i =
t= i

n ( n  +  1 ) 

2
n  +  

2
Vi g å r  n u  fre m  som  i (1 9 ) o g  får

n ( n  +  2 ) ( 2 n  — 1) 6(n)

igen de t sam m e som  (13).

Den gode reference
D en  s id s te  m e to d e  g å r  u d  på  at sp ø rg e  s ig  for. D a  
sp ø rg sm å le t, "H ow  M an y  T rian g le s?"  b lev  s tille t i [4], 
kom  d er ca . 6 0  b e sv a re lse r  m ed  fo rm len , de f leste  m ed 
h en v isn in g  til [8]. I [2, 15] b lev  p ro b lem e t k a ra k te r ise re t 
so m  "v e lk en d t" , i [15] m e d  h en v isn in g e rn e  [ 6 ,1 1 ,1 2 ,1 3 ] .  
H e re fte r  kan  v i m åsk e  æ n d re  k a rak te r is tik en  til "v e l- lø s t" .

Slutning
D ette  e r  en  h is to rie  o m  tæ lle te k n ik k e rn e s  su k ces . H v er 
en e s te  k en d t m e to d e  h a r  v is t sin  ev n e  til fan g e  a lle  tre k a n -
te rn e  u d en  a t o v erse  én  en es te .

S am tid ig  ty d e r  lø sn in g e rn e  på , a t p ro b lem e t ikke  er 
h e lt o p lag t. L ig e g y ld ig t h v ilk e t sy n sp u n k t, m an  h a r  a n -
lag t, h a r d e r v æ re t en  h å rd  nød , d e r sk u lle  k n æ k k es .

28 Den evige trekant



Referencer:

1) J. E . B rider, A  m a th em a tica l ad v en tu re , Mathematics 
teaching, 37  (1 9 6 6 ), 1 7 -2 1 .

2) L . C a rlitz  and  R. S co v ille , A  w e ll-k n o w n  p ro b lem , so -
lu tio n , Mathematics Magazine, 4 7  (1 9 7 4 ), 2 9 0 -2 9 1 .

3 )  R . J. C o rm ie r  and  R. B. E g g le to n , C o u n tin g  by  co rre - 
sp o n d e n ce , Mathematics Magazine, 4 9  (1 9 7 6 ) 181— 
186.

4) R . E . E d w ard s , P ro b le m  889 , Mathematics Magazine, 
4 7 ( 1 9 7 4 )  4 6 -4 7 .

5 ) R . H . G ars tan g , T rian g le s  in  a tr ian g le , Mathematical 
Gazette, 70 (1 9 8 6 ) 2 8 8 -2 8 9 .

6) F. G errish , H ow  m any  tr ia n g le s? , Mathematical 
Gazette, 5 4  (1 9 7 0 ) 2 4 1 -2 4 6 .

7) J. H a lsa ll , A n  in te re s tin g  se rie s , Mathematical 
Gazette, 4 6  (1 9 6 2 ) 5 5 -5 6 .

8) C . L. H am b erg  an d  T. M . G reen , A n  a p p lic a tio n  o f  
tr ia n g u la r  n u m b ers , Mathematics Teacher, 60  (1 9 6 7 ) 
3 3 9 -3 4 2 .

9) M o g e n s  E srom  L arsen , T he  E te rn a l T rian g le  - A  H is-
to ry  o f  a C o u n tin g  P ro b lem , Coll. J. Math., 20  (1 9 8 9 ) 
3 7 0 -3 8 4 .

10) S am  L oyd , Sam Loyd's Cyclopedia o f5000 Puzzles, 
Tricks & Conundrums, P in n ac le  B o o k s , N ew  Y ork, 
1 9 7 6 (1 . ed. 1914). p .284 .

11) B. W. M a rtin ,H o w  m an y  tr ian g les? , Mathematical 
Gazette, 55  (1 9 7 1 ) 4 4 0 -4 4 1 .

12) B. D. M as tran to n e , H ow  m any  tr ia n g les? , Mathemat-
ical Gazette, 55  (1 9 7 1 ) 4 3 8 -1 4 0 .

13) J. W. M o o n  an d  N . J. P u llm a n , T h e  n u m b e r o f  tr ia n -
g le s  in  a tr ia n g u la r  la ttice , Delta, 3 (1 9 7 3 ) 2 8 -3 1 .

14) A . C y ril P ea rso n , The Twentieth Century Standard 
Puzzle Book Part II, R o u tled g e , L o n d o n , 1907 , 74— 
75.

15) B. P rie lip p  an d  N . J. K u en z i, A  w e ll -k n o w n  p ro b lem , 
co m m en t, Mathematics Magazine, 4 7  (1 9 7 4 ) 290 .

16) N . J. A . S lo an e , A Handbook o f Integer Sequences, 
A c a d e m ic  P re ss , N ew  Y ork, 1973 , S eq u en ce  # 1 5 6 9 .

17) C e lia  W ells, N u m b ers  o f  tr ian g les , Mathematics 
Teaching, 5 4  (1 9 7 1 ) 2 7 -2 9

Mogens Esrom Larsen er 
redaktør af matematikken i 
KVANT. Han er ansat som 
lektor ved Københavns 
universitet.

KVANT, oktober 1996 29


