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I forste del stiftede vi bekendtskab med Bemoullipolynomierne, de forste seks ser fredelige ud.

B(x,0) = 1
B(x) 1) = X — 2
B(x,2) — a2—x+ |

B(x,3) = x(x—-1)&x-])
B(x,4) = x4- 2x3+x2- «
B(x,s) = o ,_.l — —

B(x,6) ~ # B I84-boyp

og den almindelige formel er

B(x, m) = (T ) BmkX
fo

hvori indgar Bernoullitallene, der defineres rekursivt ved
Bo —1
Z'Zoij) B, =0fori>1

De forste Bernoullital s meget uskyldige ud:

Bo =1, Bi = B2= g, B4=-|g, B6= Bs=-gg, Bw=1J:, Bi2=-"gg, Bi4=

men de vokser meget hurtigt, faktisk ligner de (2(2n)!)/((27r)2n). F. eks. er nogle af dem

D _ 174611 0 _ 261082718496449122051
n°20 330 ' +'40 13530 ’
P> _ 1215233140483755572040304994079820246041491
060 56786730

Bemoullipolynomierne havde den vigtige egenskab, at

B'(x, m) = mB(x,m —1)

sa de kunne indgé bekvemt i en raekke partielle integrationer. Dette gav os Euler-MacLaurin § sumformel,

C fm = ~(/(x.)+/(x2»+z;:! - xN -

som her skal vise sig at indgé pa afgerende made i moderne integrationsteknik........
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Romberg integration

Hvis vi nu skal beregne et integral over et interval, [a, 6], sd deler vi det i N lige store delintervaller, der altsd hver far
lengden h — Delepunkterne betegner viad = a,ai = a+ h, mam, @* = a+ ih, = a+Nh = b Vivil foretrekke
at veelge N stor nok til, ath < Nar vi sa anvender Euler-Maclaurins formel pa hvert delinterval, og laegger dem alle
sammen sammen, s& gar alle de afledede i delepunkterne ud mod hinanden. Derved fas Euler-Maclaurins sumformel.:

fafwdt = h(§(«)+eE fmM) +im) +
+E'=i (/w-1(«) - f(2j~1\b)) - (25)
-E E |~ A 2047 (Qo)(")
hvor£,, ela,, i,a,[. Dah = " og/ (21) er kontinuert, kan vi skrive
N N f(2n)(c \
EEaE )-6-0E _ (&~ «)/(2n)(0 (26)

JA v=|

idet gennemsnitsvardien ma antages i et punkt, £ €]a, b/. Indsattes (26) i (25), fas

faf(t)dt = h(|(f(a) + E1Y /(«,)) + §/(&)) +

+ E "= (/Q2j_1)@) ~ / w-1)(*)) -
_(b_a)’\hZ}’lfA(o
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Formlens forste led,

Ki=h~(/(a) + fM + (28>

kaldes kordetrapezformlen, fordi det er den integralapproximation, man far ud af at approximere arealet under funktionens
graf med trapezer med hejde / og siderne lig med funktonsvaerdieme i endepunkterne. Resten af formlen kan sa siges at
vare udtryk for fejlen ved denne kordetrapezformel.

Approximation med kordetrapezer

Det bemarkelsesverdige ved denne integrationsformel er, at koefficienterne til /# 2/ kun athaenger afintervallets endepunkter,
ikke af i eller N.
Det betyder, at vi har en integrationsformel af formen

[ fdi=Ki+ - (&Va)\-A%z_hZIy‘{Za\il)

Hvis vi nu fordobler antallet af delintervaller og dermed halverer skridtlengden, /4, s& far vi en formel af udseendet:

Bon
6 -
( a) Qnl (6)

Beregning af K 2 kraver blot beregning af funktionsvardierne i alle intervallernes midtpunkter, de andre har vi i forvejen.
Afdisse to formler kan vi eliminere leddene, der indeholder koefficienten . Vitager 4 af den anden og traekker den forste
fra. Efter deling med 3 fas:

Jafm + \tihg2r = + +
+H& - a)fe * r(/(@n)(£i) - 22(1-n)/ 2n)(6)) = (29)
=K|+Xo=2ty* + (6- a)gjiS1/ 2B(0

idet vi definerer:

4K2-K i
K\ - 3 30
DU) -+ (30)
q 3
og regner med, at der findes en veardi, £, sa
/ (2n)(0 = (/(2n)(6) - 22(1-n)/ (2n)(6))
Dermed er fejlen pa A'2, der var af sterrelsesorden @ndret til en fejl pa K\, der er af storrelsesorden 4. Nar blot

h <  erdetisig selv en forbedring.
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Den ny integralapproximation, (30), svarer til, at vi over et interval, ]a,, i, a,,[, med midtpunkt c,,, bruger approximationen

o, U(sA-D) + 2f(ev) + f(av)

Funktion Trediegradsapproximation

Denne approximation er genkendelig som Keplers tonderegel efter Johannes Kepler (1571-1630), som i 1615 i sin beremte
bog. Stereometria doliorum vinorum, brugte den til maling af indholdet af et halvfyldt vinfad, eller som Simpsons forme!
efter Thomas Simpson (1710-1761), der nevner den i en leerebog. Tanken er simpelthen den, at for givne tre punkter, e.g.,
—1,0,1, har vi de givne funktionsvardier, y_j, 0, yu samt i midtpunktet verdien af funktionens afledede, y'0. Nu tenker
vi os, at vi har lagt et polynomium aftredie grad gennem punkterne, sa det har afledet i o lig med funktionens:

p(x) = axsz+ (3x2+ 7X+ 6
p'(x) = Sax2+ 2/3x+ 7

Nar vi integrerer polynomiet fra —1 til 1, far vi jo

1l X AX 3 X2

7 p()dx = alt+ 35+ 0% 6x o + 26 G1)

Vi behgver altsa kun at finde 30g 8 Dap(0) = y0, har vi dbenbart § = yQ Setter vix = £1, far vi ligningerne

a+B3+7+S5 = yi

A +/3-7 + S = i/ i

Legger vi sammen og indferer 8§ = y0, far vi 2/3 = t/i + t/_i - 2y0. Indsattes disse vaerdier i (31), far vi integralappro-
ximationen for et interval af lengde 2:

Vi+y ;?’l- 240 2yo Vi + V-é + 4r/0 (32)
Korrigeres til skridtlengden 4, fas (30).
Vi kan gere det samme igen, halvere skridtlengden og beregne K 3. Ud fra K, og fvs kan vi sé forbedre approksimationen
til Keplers tonderegel, k \ = | (4K 3 - K 2). hvis fejl er af storrelsesorden Ogsa her gazlder det, at koefficienterne
til hhv. /ig og er den samme. S& vi kan eliminere disse led og fa en fejl af storrelsesorden 46 i stedet for, ved at
approksimere med

2 16A,] —A 4

1~ 15
Har vi ved sukcessiv halvering af skridtlengden dannet approximationeme
Ai, K2, mmm K n, kan vi danne et monster af approximationer efter opskriften:

22K "-K y

21 * = n -1, ,j~ I -mn —i (33)
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Vi kan overskueligt skrive dem i et trekantet menster, hvor meningen er, at man forst beregner approximationerne i sgjlen
til venstre, derefter ved hjelp af (33) udregner de ovrige, altid ved hjelp af verdien til venstre og den ovenover:

A'i
K, > K|
\ \
K3 -» K\ » K| (34)
\ \
KT < K: Ki'

Nér vi har elimineret alle leddene i summen, ndr vi til approximationen AT" \ hvis fejl bliver

li22n| 2 R 59
@72) ' 3 wi5-w(22A-i) - 1) [B-aNT2000

For sma verdier af n kan vi jo regne koefficienten ud, og for store vardier kan vi for det forste vurdere n@vneren i den
anden brek ned til

EDWARDS

Rotationsvakuumpumpe type RV er en ny oliepumpe,
som bade er en et- og to-trins pumpe, da der er mulig-
hed for med en drejeknap at gge luftgennemstregm-
ningen. Denne mulighed er der ingen andre vakuum-
pumper pa markedet der har. Pumpen leveres i 4 stor-
relser 3,7 -5,8 -9,7 -14,2 m3h.

Edwards RV pumper er velegnet som kemipumpe til
f.eks. geltagrring, centrifugering og fryseterring. Er ogsa
velegnet til rene systemer, hvor der kreeves lavt slut-
tryk. | laboratoriet vil man ogsa paskenne det meget
lave stgjniveau pa kun 48 dBA.

Active gauges er et nyt koncept til vakuummaling. Male-
hovedet indeholder hele elektronikken til maleudstyret
og kraever derfor kun en standard DC stremforsyning.
Udgangssignalet er 0 - 10V DC. Udlzesningen kan forega
pa et almindeligt maleinstrument, PLC eller pa en com-
puter. Derved er der bedre mulighed for dokumentation
ved f.eks. produktionskontrol. Fordelen ved denne kon-
struktion er bl.a., at man ikke behgver at have male-
hoved og maleudstyr i naerheden af hinanden. Kabler
kan leveres i lzengder pa op til 100 meter.

Pris pr. malehoved fra kr. 2.540,- ex. moms

S
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3 <15 emm(22(n~1} - 1) > 2 m23 220 3 = 2((36)2

for det andet benytte den ovenfor nevnte approximation.

B2n * 2 A 2
(37
(2ny. ~ (2tt)2™M~ 40™
Indsattes (36) og (37) i (35), fas fejlvurderingen:
2h2n h2n /A /12n (38)
- T 6 -
winpe ©T I EN T 0@nan@-n 20T 1gpm

Hvis vi nu for eksempel vil beregne 7 med 10 decimaler, altsd med en fejl, der hojst er 10 12, kan vi jo approximere
integralet

1+ tg2v
I —" dx=4- [ 4y dv =1 39)
0 1+ X2 0 1+ g
Vealger vi nu skridtlengden 4 = ser vi, at for n = 4 bliver fejlen (35) af storrelse

N : —
Igalsgs}ea (l'O)V“(O | T 30-40320-65536-2835 + 1/ (8)(0 1 =

8
2247%/7%5(7)716000 - om-l4 1/8)(o f

Med brug af (38) er det derimod hovedregning. Fejlen vurderes ved
8

104216 W01 = “dgaadp 1 - i0~13 ml/(2n)(O1

idet vi blot har benyttet, at 210 = 1024 ~ 103.
Udferes beregningerne i skemaet ovenfor, fas

3.131176470588

\
3.138988494491 . 3.141592502459
\ \
3.140941612041 - 3.141592651225 .  3.141592661143
\ \ \
3.141429893175 3.141592653553 3.141592653708 -> 3.141592653590

Til sammenligning er tabelverdien ## = 3.14159265358979.

Denne metode til at forbedre integralapproximationen
er fra 1955 og kaldes Romberg integration efter Werner
Romberg (1909-).

Teknikken til elimination af fejl aflav orden er, som det
ogsd fremgér afeksemplet, langt mere skonomisk end den
banale, at forbedre vardien ved sukcessive halveringer.
Romberg integration har ikke alene stor praktisk betyd-

ning ved integralberegninger, men ideen er videreudviklet M‘;gzns ES;O”’ L“”el’:ker

. . redaktor a fmatematikken i
afJosef_Stger (1934-) og Ro.land Bul_lrsch (1932-) i _1971 KVANT. Han er ansat som
til den hidtil bedste metode til numerisk lgsning af differ- lektor ved Kobenhavns

entialligninger. Universitet.
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