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En vanskelig funktion at bestemme

Funktionens logaritme

lagttagelser fra et eksperiment

Veekst behover ikke veere begrenset, men prisen for
ubegrenset veekst er, atjo hurtigere det gdr, jo mindre
stabil er opforslen.

Iagttagelse af vakst

Set, at vi foretager en rakke observationer, dvs. sam-
tidige aflesninger af to maleinstrumenter, f. eks. et ter-
mometer og et ur. Vi afbilder iagttagelserne i en plan med
en temperaturakse og en tidsakse og kigger pa punkterne.

Spergsmaélet er, ser de ud til at ligge pé en pen funktion,

f. eks. en ret linie? Eller, hvis de ikke gor det, kan vi sd
fa dem til det ved en simpel transformation, f. eks. ved
at tage logaritmerne til den ene variabel? Figuren viser et
eksempel pa genkendelse af en eksponentialfunktion.

Beskrivelse af vaekst

Set, at vi har fundet en funktion, x = p(?), som vi synes
ser ud til at beskrive iagttagelserne nogenlunde. Vi har
sé valgt en pen funktion, dvs. differentiabel. Hvis vi har
iagttaget et vakstfenomen, sa har vi nok valgt funktio-
nen voksende. Vi gor nu denne funktion til en model for
det fenomen, vi har iattaget et eksempel pd. Det gor vi
ved at antage, at ved en gentagelse af eksperimentet vil de
nye iagttagelser ligne de gamle. Dvs., at vi kan beskrive
neste eksperiment ved samme funktion, blot med et nyt
starttidspunkt, altsd som x — <p + r), hvor r er tids-
forskydningen. Vores teori er altsd, at dette fanomen
kan beskives med en af vores modelfunktioner fra fami-

lien x — <pt + r) r g R. Hvis fenomenet er et
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vaekstfenomen, har vi valgt grundfunktionen voksende.
Vi har altsd en familie af voksende differentiable funk-
tioner til beskrivelse af dette fenomen.

Vakstens hastighed

At en funktion vokser, kan aflaeses af dens differential-
kvotient. Funktionen er voksende, hvis og kun hvis dif-
ferentialkvotienten aldrig er negativ. Men selv om vi ser,
at differentialkvotienten altid er positiv, kan funktionen
selv godt ngjes med at vokse under et fast loft. Hvis
det er tilfeldet, kalder vi vaksten for begreenset, cllers
ubegreenset.

Men blandt de ubegrensede funktioner vil vi skelne
mellem, hvor hurtigt de vokser mod uendelig. En eks-
ponentialfunktion vokser nu engang vasentlig hurtigere
end en ret linie. Derfor indferer vi i tabel 1, folgende
veekstbegreber, der er specialiserende: For hvert trin
geelder, at klassen af kraftigt voksende funktioner er en
underklasse af klassen af svagt voksende funktioner, pa
nar klassen af funktioner med eksplosiv vakst.

Stabilitet

Set, at vi har valgt funktionen x = <p(z) begrenset. Da
den er voksende, betyder det, at vaeksten narmer sig et
loft, nar tiden gér mod uendelig. Dette loft er uafh@ngigt
af r, s hele familien har samme loft. Efter en vis tid,
som afhanger af r, vil vi vaere < e fra loftet, hvis vi har
valgt et mal, e > 0 for, hvor tet vi vil vere tilfredse med
at vere kommet. Det fenomen, at alle funktionerne i fa-
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J: Veakstform definition
L Ubegranset hvis p'(t) > 0 for alle /, og
<p(t) —imoc for / —moo
1L Linear hvis  ff(t) > e > 0 foralle ¢
III.  Polynomiel hvis  ff(t) — oo forf —*ex:
v. Eksponential hvis -77" > e > Ofor alle ¢
- 1 1 A - -
V. Hyper-eksponentiel hvis v>(](/) > oo for/ -+ o0
VL Dobbelt-eksponentiel  hvis ﬁU(t)l(I;)l:D(t) > e > Ofor alle 1
VII.  Eksplosiv hvis  ff(i) > Ofor alle ¢, og
(1) — oo for/ —=*T < oc
Tabel 1
milien gir mod én og samme grenseverdi for f — oc Komplementaritet

kalder vi asymptotisk stabilitet. Vi siger altsa, at familien
er asymptotisk stabil.

Specielt gaelder, at for ¢ > Ovil to funktioner fra fami-
lien efter en vis tid opfylde, at <pt + Ti) —pift + r2) < e.
Denne egenskab kan imidlertid godt vare opfyldt, selv
om funktionerne i familien alle vokser mod uendelig.
Ubegrensede funktioner kan altsd udvise en stabilitet,
der er ganske pd linie med den, de begraensede funktioner
kan prastere. Men de ubegrensede funktioner kan ogsé
udvise forskellige svagere former for stabilitet. I tabel 2
giver vi en rekke stabilitetsdefinitioner, der er generalise-
rende. For hvert trin i stabilitetsrekken, vil vi finde flere
funktioner, der opforer sig stabilt, undtagen for klassen af
helt ustabile funktionsfamilier. Nar stabiliteterne 3. og 4.

kaldes relative, skyldes det, at 3. betyder, at — 1 for

/ — o00.

Stabilitet af en eller anden form er uhyre vigtig for
en model. Nar vi har den teori, at fenomener opforer sig
som beskrevet af en funktion fra familien, er det veerdilgst,
hvis det er afgerende, precis hvilken funktion vi valger at
gaette pad. Hvis derimod funktionens opfersel i det lange
lob er ensartet for den og dens naboer i familien, sa kan
vi stole pa de konklusioner, vi drager.

Dette er netop den modsatte situation af den kaotiske,
hvor selv nok sd nartstdende naboer opforer sig totalt
forskelligt.

j:  Stabilitet

1. Sterkt absolut hvis
2. Svagt absolut hvis
3. Sterkt relativ hvis
4. Svagt relativ hvis
5. Sterkt logaritmisk  hvis
6. Svagt logaritmisk  hvis
7. Ustabil hvis

—-

Hvad skal vi med alle disse definitioner, hvorfor tager vi
ikke bare en model med den eksponentielle veekst og den
absolutte stabilitet? Fordi det nermest er umuligt! Der
gaelder for familier af den form. vi betragter her, altsd af
formen 4 — {y?(/-)-r)|rGi?} felgende:

Hovedsatning.  Hvis den voksende og differentiable
funktion x <p(t) vokser sd kraftigt som J 6
{/,11,..., VII}, sd vil toforskellige funktionerfrafa -
milien < x = p{t) og x W(t -\t ), ikke kunne udvise
en stabilitet, der er sterkere end .

Med andre ord, vaekst og stabilitet modarbejder hin-
anden pd modelplanet. Er vaeksten blot sa kraftig som
liner, si er sterkt absolut stabilitet udelukket. Og
omvendt, har vi en starkt absolut stabilitet, sa er en vaekst
std kraftig som linear udelukket! Etc.

Lad mig illustrere denne komplementaritet med nogle
typiske eksempler. Itabel 3 er tillige anfort, hvilken simpel
differentialligning, de nevnte funktioner loser.

Differentialligningen for en familie

En familie af  funktioner differentialkvotient
4 {<p(t + ¢t )t £ R} kan ogsd beskrives som
lesningsmangden til en bestemt differentialligning.

Vi satter y fix) (/~'(*_1(x)) og med denne
definition er $ netop lesningsmengden til differential-
ligningen x = f(x)

Fortsattes side 29.

definition

- O —~ o

|<pt) —if(t)\ < k < oo for alle ¢
Inip(t)—m V(z) — 0 fort — oc

|In <p®) —In ip(t)| < k < oc for alle ¢
Inln p(t)—InIn i/t(t) —»0 for / — oc
|Inln <p@) —In In i>@)\ < k < oc for alle ¢
ip(t)—i'(t) —>oc for/ — T < oo

Tabel 2.
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Differential- Funktion Vakst

ligning

—— | \J11 ubegranset
y- 1 t lineer
y =2/ i2 polynomiel
y-y e* eksponentiel
y- pVay e(t2) hypereksp.
yByhny e(et) dobbelteksp.
y=r -r 1 eksplosiv

Stabilitet

steerkt abs. men ikke asymptotisk
svagt abs. men ikke sterkt abs.
steerkt rel. men ikke svagt abs.
svagt rel. men ikke starkt rel.
steerkt log. men ikke svagt rel.
svagt log. men ikke sterkt log.
ustabil men ikke svagt log.

Tabel 3: Vakst kontra stabilitet

..fortsat fra side 25.

Thi / er en positiv funktion, der er defineret pa
billedmangden for Ly og vi har dbenbart, at

Lf(t) = Lp'(Lp-\ep(t) =

P& den anden side gelder, at differentialligningen laoses
ved udregning af

dx
/ o=t + T
Six)

Ved substitutionen x = <p(y) giver integralet

PO
iy Y
altsa, at
X=1Ipl+ 1)

er samtlige lgsninger.

Denne beskrivelse tillader os at vise, at der mangler
stabilitet. Vakstens hastighed siger noget om Lp) som
igen siger noget om /. Og / siger noget om. hvordan
losningerne opforer sig med hensyn til stabilitet.

Absolut stabilitet. Vi betragter differensen mellem to
familiemedlemmer fra <

fit ., - vit)

Det er ingen indskraenkning at antage, atr > 0.
Middelverdis@tningen siger, at vi kan regne saledes:

B+ r) - Ixft) = Lp't | £(/)r = f((p(t + £())r

hvor vi ved, at 0 < £ (f)<r.

Vi ved, at p(¢#) —* oo for + —moo. Sa vi kan aflese to
resultater:
DHvis f(x) —0forx —>oo0,sédvilp(t+T) —pt) — 0
for t — oo.
2) Hvis f(x) > € > 0 forallex, sadvil <@+ r) —Lpt) >
er > 0 foralle .

Det sidste resultat viser hovedsatningen for J —
I1,111,j = 1,2.
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Resten af hovedsatningen fas ved et simpelt trick:
Nar Lp(z) lgser differentialligningen

x = f(x)

sd vil In Lp(z) lese differentialligningen

Vi férjo
dh\Lp(1) _ Lp')) _ f(x)
dt Lp(t) X

Anvendelse af 1) og 2) ovenfor giver hovedsatningen for
J =1V, V,j =3,4.

Det naste resultat fas ved at indse, at In In p (/) leser
differentialligningen

s _ f(x)

xInx

og det sidste er umiddelbart.

Resumé

Hvis en model for et vaekstfanomen gives ved en bestemt
funktion og dennes forskydninger,

S—{(pt+ i) £ R}

hvilket blot er at sige, at vaksten er autonom eller
uafhengig af tidsathaengige pavirkninger, sa er denne
familie af vaekstfunktionernetop lesningsmangden til dif-
ferentialligningen
i =f(x) hvor — f{x) = 1p'{ip~1{x)).

Hvis derfor vaeksten er kraftig, betyder det, at </(*) er
stor, og dermed at /(x) er stor, hvilket medferer, at
logsningsmangden - og dermed modelfamilien - kun har
begranset stabilitet. Og omvendt betyder det, at hvis sta-
biliteten er god, s mé veeksten vere svag. Men, selv om
stabiliteten er sterkt absolut, s& kan vaksten godt vare
ubegranset, selv om den er langsom!
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