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Nar en forsamling skal enes om den ene af to forelagte
muligheder, sa kan man sperge hver enkelt om, hvilken han
eller hun foretrekker. Den mulighed, som foretreekkes af et
flertal, kan sé siges at vaere forsamlingens valg.

Denne simple situation med den oplagte demokratiske
afgorelse star som et ideal. Hvordan kan man generalisere
metoden til mere indviklede situationer?

Hvis man skal gé skridtvis frem, m& man forst se pa
situationen, at der skal vealges én blandt tre eller flere
muligheder. Dernast at der skal valges flere blandt mange
muligheder. Den sidste situation kan igen deles op i flere,
alt efter om de valgte skal reprasentere forsamlingens
synspunkter eller udgere et samlet hele.

Arrow’s umulighedssatning
Lad os tenke os en forsamling, der skal velge én ud af et
antal muligheder. Hver enkelt har en praference, dvs. en
rekkefolge, som han eller hun vil foretreekke mulighederne
i. Vi foretager nu en udregning af en “gennemsnitsraekke-
folge,” som er forsamlingens preference. Kenneth J. Arrow
foreslog i 1951, at man skulle forlange, at denne gennem-
snitsrekkefolge skulle opfylde nogle rimelige krav.

F. eks. kunne man forlange, at gennemsnittet opfyldte
folgende tre:

1) At funktionen er "voksende.” Dvs., at hvis en af
veelgerne bytter om pa to muligheder i sin preeferen-
ce, sa skal slutresultatet ikke stille den oprykkede
mulighed lavere.

2) At funktionen ikke lader sig “distrahere” af lige-
gyidige forhold, Dvs., at hvis vi blotfjerner en enkelt
mulighed fra samtlige veelgerpreeferencer, sa skal
slutresultatet blot cendres ved, at denne mulighed
fjernes, mens rekkefolgen af de tilbageveerende
bevares.

3) At funktionen er ‘“demokratisk.” Dvs., at hvis vi
ombytter stemmesedlerne mellem veelgerne, sd skal
slutresultatet forblive ucendret.

Arrow indsé, at disse krav skyder langt over malet; ja,
selv om han svekkede 3) betydeligt, var der ingen pro-
cedure, der tilfredsstillede betingelserne.

At vi har veeret gradige i vort forlangende, fremgér af et
simpelt eksempel. Antag, at 9 velgere skal valge mellem 3
muligheder, A, B og C, og at de fordeler stemmerne som
folger:
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Antal stemmer 4 3 2
1. prioritet A B C
2. prioritet B C A
3. prioritet C A B

Det er klart, at ingen metode kan tilfredsstille 2), fordi A
foretreekkes for B af et flertal pa 6, B foretrekkes for C af
et flertal pd 7 og C foretraekkes for A af et flertal pa 5. (Af
1) og 2) folger, at flertallets valg blandt 2 skal folges.)

Dette simple eksempel er hovedproblemet. Hvis en
forsamling praefererer pd denne made, har man en ‘‘cyklisk
majoritet.” Det er en ubehagelig kendsgerning.

Nanson’s metode
Hvis man derfor skal velge en rimelig praeferencemetode,
ma man stille nogle mere beskedne krav!

Et sadant krav kunne veere

4)  Atfunktionen respekterer et klartflertal. Dvs., at hvis
en mulighed foretreekkes af et flertal for enhver
anden, sd skal denne mulighed veelges.

Dette flertal behaver ikke at bestd af de samme veaelgere
ved hver parvis sammenligning af muligheder. Hvis vi f.
eks. 1 eksemplet ovenfor indferer muligheden D som 2.
prioritet hos alle 9 valgere, sé vil D foretrekkes af et flertal
ved enhver sammenligning af 2. F. eks. vil D vinde over A
med 5 stemmer mod 4.

En simpel metode, der har egenskaberne 3) og 4) er
folgende: Vi antager, at der er n muligheder at vealge
imellem. Nu giver hver valger sin ferste prioritet n-1
stemmer, sin anden prioritet n-2 stemmer, osv., ned til sidste
prioritet, der far 0 stemmer. Hver mulighed far derved et
antal stemmer, og den mulighed, der har faet feerrest
stemmer, gar ud. Proceduren gentages nu med de n-1
resterende muligheder, idet den udgaede stryges af samtlige
stemmesedler. Nar der kun er én mulighed tilbage, er denne
valgt.

Der afgives af m vealgere pd n muligheder ialt
m mn(n-1)2 stemmer. Det er m m(n-1)/2 stemmer bpr.
mulighed. En mulighed, der foretraekkes af et flertal for
enhver anden, mé rangere hgjere end hver af de n-1 andre
muligheder pd mere end ml2 stemmesedler. Derfor ma
denne mulighed fi mere end (n-1) *ml2 stemmer, altsa
mere end gennemsnittet. Den far altsa ikke det mindste antal
stemmer og gir derfor ikke ud. Men nér muligheden
overlever hvert fravalg, stir den tilbage til sidst.
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Nanson’s metode har ikke egenskaberne 1) og 2). Som
et eksempel kan vi se pd fordelingen af 32 stemmer pa tre
kandidater A, B og C som folger:

Antal stemmer 10 1 1 10 10

1. prioritet A A B C
2. prioritet B C A
3. prioritet C B C B

I forste omgang far A, B og C hhv. 33, 32 og 31
stemmer. Derfor gar C ud, og i anden omgang vinder A
over B med 21 stemmer mod 11.

Men lad os nu andre stemmesedlen B A C til A C B,
hvorved A ikke er stillet ringere. Sa far A 34, B 30 og C 32
stemmer, sd nu gar B ud. Derefter vinder C over A med 20
stemmer mod 12.

Forholdstalsvalg

Vi gar nu over til at betragte den mere komplicerede
situation, at forsamlingen skal veelge mere end én kandidat
blandt de » opstillede. Her kunne man enske, at de valgte
kandidater reprasenterede forsamlingens synspunkter i en
eller anden forstand. Hvis f. eks. halvdelen af velgerne har
en bestemt opfattelse af et spergsmal, sd kunne man enske
sig, at halvdelen af de valgte havde samme mening. For at
opnad dette, md man velge sin anden prioritet efter to
synspunkter, nemlig, hvem kan erstatte min forste prioritet,
hvis denne ikke bliver valgt, og hvem kan supplere min
forste prioritet, hvis denne bliver valgt. Det kan maske lade
sig gore ved valg af personer til bestyrelser o. lign., men
ved valg mellem andre typer af muligheder kan det let vare
modstridende hensyn. Ved valg af én mulighed, er det kun
erstatningssynspunktet, der er relevant.

Ved folketingsvalg og lignende, er det supplerings-
synspunktet, der er afgerende. En lesning bestir i, at
kandidaterne gar sammen i partier, der ikke ma have
kandidater faelles. Valgproceduren giver nu som resultat,
hvor mange, der skal veelges fra hver liste. Disse supplerer
nu hinanden i det omfang, der er tilslutning i vaelgerbefolk-
ningen.

Lad os sige, at der er n velgere, der stemmer pa g
partier om m mandater eller pladser i bestyrelsen. Det y'-te
parti far r& stemmer, og derefter tildeles partiet m- pladser,
sadan at

Ved folketingsvalg rundes de forekommende breker i tallene
(m wHj)/n op efter sterrelse, indtil summen stemmer,
m,+ / + mn=m. Det kaldes derfor “de storste brokers
metode" og svarer til, at vi minimerer den maksimale
forskel, I nij - m mnpi 1
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Det ser jo rimeligt nok ud, men har konsekvenser, der
ikke er det. Hvis tre partier skal dele brekerne 0,7, 0,7 og
0,6 med sum 2, sa far de forste to hver én. Men slér de sig
sammen til ét parti, sd far de 1,4 mod 0,6, s& nu ma de
sammenlagte partier ngjes med én tilsammen.

Hvis man forlanger af en valgmetode, at den skal vere
uafhengig af ombytninger af valgere eller partier, og at
proportionale stemmetal skal udlese samme resultat, og
dertil fojer kravene:

I)  Et storre parti md ikke fa feerre mandater end et
mindre.

II)  Et parti md ikke vinde ved deling og hajst tabe ét
mandat ved deling i fo.

) Topartier mad ikke tabe ved sammenlegning og hajst
vinde ét mandat derved.

S& er der en éntydig bestemt valgmetode, der leoser
problemet. Metoden kaldes d’Honts metode og blev fore-
slaet af den belgiske jurist Victor d’Hont i 1878. Karak-
teristikken er fundet af A. K. Erlang i 1907.

Givet stemmetallene /,n og mandattallet m veelges
m{, /', mq sdledes, at det storste af tallene

bliver mindst muligt.
Det fungerer simpelthen sadan: Vi skriver for hvert j
talreekken

Blandt samtlige forekommende tal for allej udtages de m
storste. Antallet af udtagne tal i reekken (*) er mandattallet
for partiet;.

At to partier ikke kan tabe ved sammenlagning, felger
af, at af

fas

nl+n2 K «_

/7?] +m2 m2

De forste m] + m2 breker i den ny raekke kan havde sig
over for de andre partiers.

Og de to partier kan ikke vinde mere end ét mandat. For
af
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nl < n2
ml+1 m2+1

fas

/3% +1 T».|+m2 +2 m2 +1

sa denne brek er for lille, ndr de andre er det. Det ny parti
kan hgjst fa + m, + 1 mandater.

Det mindste antal mandater, et parti kan fa ved d’Honts
metode, er det antal, som fés, nar resten af partierne gar
sammen til ét. Dvs., at partiet far m / mandater, hvor

nj h -«| n-n,
< — og <
ml +l m-nij m-rn” +1
hvoraf
Heraf fas, at
/>l +1 m-11 m

Grensen n/(m+\) kaldes “forholdstallet” og den har lagt
navn til metoderne.

Andraz’s metode

I den omsiggribende demokratiseringsproces efter revolutio-
nen i 1848 ville man indfere det reprasentative parlament
flere steder i Europa. I England var ferst Thomas Hare i
1857 og snart efter John Stuart Miil i 1861 varme fortalere
for et reprasentativt parlament, en tanke, der som bekendt
aldrig vandt politisk geher pad eerne. Men allerede i 1855
formulerede den danske konceilsprasident, C. C. G. Andre,
i et lovforslag en meget lignende metode.

Deres metoder har end ikke egenskaben 3). Men de
indeholder en interessant idé. Man tager forholdstallet, som
det er defineret ovenfor. Derefter tager man stemmesedlerne
og laegger dem i bunker efter den forst navnte kandidat. Nal-
en kandidat pd denne made har faet flere stemmer end
forholdstallet, laegges disse sedler til side, mens kandidaten
far status af valgt. Nar man pa de folgende stemmesedeler
meder navnet pé en saledes valgt kandidat, laegges stemme-
sedlen i bunken med navnet pa den naste kandidat pé
sedlen. Det er idéen, at der ikke skal betales mere end
forholdstallet for at f4 en kandidat valgt.
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En hybrid af Andra’s og d’Honts metoder

Spergsmalet er nu, om man kan f4 de bedste af de fore-
gaende metoders egenskaber til at gd op i en hgjere enhed.
Det kan man faktisk godt.

Lad os fastholde egenskaben 3), men lad os generalisere
egenskaben 4), sa den ligner listevalgets minimalkrav. Vi
teenker os altsé, at der er n veelgere og k kandidater, og at
en valgproceduren skal give en ordning af de & kandidater,
sd vi kan tage et hvilket som helst antal m, 1 <m <k ud fra
begyndelsen og fa en representativ bestyrelse af den
storrelse. Vi kalder den F for forholdstalsegenskaben:

F) Huvis n, valgere foretrekker de samme /4 kandidater
for alle de ovrige, sd skal det gzlde for ethvert
m <k, at hvis nil <h opfylder

s skal der veere mindst m, af disse /# kandidater blandt
de m forste i valgresultatet.

Det er svagere end 4) derved, at der skal vare enighed
i gruppen. Egenskaben generaliserer den egenskab, at hvis
nj velgere stemmer pa en og samme liste, s vil denne liste
fa valgt mindst m, ud af m.

For at opna egenskaben F) bemerkes, at hvis vi har en
metode, der har egenskaben F) i specialtilfeldet m = k-1, s&
vil den metode, der bestar i en gentagelse af den specielle
for faldende verdier af k£ ved elimination af kandidaterne én
efter én pd samme made som Nanson’s metode, ogsa have
egenskaben F), nu for alle verdier af m.

Det folger af, at er

sa er ogsa

En metode, der tilfredsstiller F) og 3) for m = k-1 fas
ved at modificere Andra’s ide. Vi giver hver velger en
stemmevagt, der fra begyndelsen szttes til 1. Nu teeller vi
sammen for hver kandidat, hvor mange stemmer, der har
kandidaten som everste prioritet. I almindelighed er det
summen af vegtene af de stemmer, der har kandidaten som
everste prioritet. Hvis denne samlede stemmeveagt overstiger
forholdstallet, n/k, i almindelighed den samlede sum af
stemmernes veegte delt med £, sé anses kandidaten for valgt.
Kandidatens samlede stemmevegt fratrekkes denne pris,
'k, hvorved der bliver en rest, et overskud. Dette overskud
fordeles til de vaelgere, der har bidraget til kandidatens valg,
i forhold til den vagt, de enkelte valgere har bidraget med.
Disse stemmesedler med deres nye vagte bidrager nu til den
samlede stemmesum for de kandidater, der endnu ikke er
blevet valgt. Hver enkelt stemmeseddels vagt tilfalder den
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overst nevnte kandidat, som endnu er pa valg. Hver gang
vil der blive valgt mindst én kandidat, da de bliver valgt,
som har flere stemmer end gennemsnittet. Nar der er valgt
k-1, bliver den sidste fravalgt og proceduren er slut.

At proceduren har egenskaben F) folger af, at for
k = m+ 1er F) kun tvivlsom, nar 2 =mj. I dette tilfeelde far
hver af disse mj for eller siden mindst n"Ym® > nik stemmer,
s ingen af dem bliver fravalgt.

Denne metode er en generalisation af d’Honts metode.
Hvis vaelgerne stemmer pa den made, at de i store grupper
stemmer pa lister, dvs. pa den samme gruppe af kandidater,
og sadan, at disse grupper af kandiater ikke har nogen
faelles, sa vil resultatet af denne procedure blive det samme
som d’Honts.

Et eksempel

Nu sé vi i1 begyndelsen at feenomenet cyklisk majoritet var
et teoretisk hovedproblem for en valgmetode. Lad os derfor
teenke os, at vi har nogle vaelgere, der deler sig i tre grupper
med henholdsvis n,, n2 og «3 medlemmer. De stemmer pa
tre kandidater i reekkefolge:

Antal stemmer n. n2 "
1. prioritet A C
2. prioritet B

3. prioritet C B

Vi kan illustrere valgmetodens resultater ved at tegne en
trekant i rummet udspandt af de tre vektorer («j,0,0),
(0,n2,0) og (0,0,«3). Trekanten er den positive oktants snit
med planen nl/+n2+n3=n. En afstemning giver altsd an-
ledning til et punkt i denne plan, og i planen vil der veare
seks delmengder, der svarer til de seks mulige valgresulta-
ter. De fordeler sig som folger:

ABC

Omréadet med cyklisk majoritet er den kvarte trekant pa
spidsen i midten af figuren.
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Historie

Da den demokratiske styrelseslov blev indfert pa universite-
terne 1 1971, foreslog jeg den sidstn@vnte metode til brug
ved bestyrelsesvalget p4 Kebenhavns Universitets Matemati-
ske Institut. Vi vedtog at benytte metoden og har gjort det
lige siden.

I perioden derefter blev metoden ogsd benyttet ved
studenterrddsvalgene ved Kebenhavns Universitet samt af
Foreningen af Danske Lagestuderende. For de sidstnavnte
loste metoden et nerliggende problem. Til repraesentant-
skabsvalget havde man hidtil benyttet d’Honts metode, men
havde for skik at opstille flere lister med hver kun én
kandidat. Nar d’Honts metode gav en sédan liste 3 manda-
ter, folte man valgresultatet utilfredsstillende. Ved at
anvende prioritetsmetoden gav man valgerne mulighed for
at supplere en siddan kandidat med andre kandidater eller
lister, hvorved valgresultatet kom til at reprasentere vaelger-
ne bedre.

Pa Matematisk Institut har erfaringen veeret, at metoden
fritager for besvaer med opstilling af kandidater. Alle er altid
opstillet. Metoden athanger jo ikke af, om der er mange
eller fa kandidater, de uinteressante bliver siet fra og slaget
star til sidst mellem dem, der faktisk har stette i valger-
skaren. Men vi er nasten faldet i den anden greft, idet et
valg nu foregar ved uddeling og indsamling af stemmesedler
uden nogen synderlig diskussion. Hvis valgresultatet sa ikke
er et gement genvalg, vagner folk pludselig op og tenker,
hvem skulle jeg have stemt pa?

Metoden har naturligvis kun kunnet anvendes med brug
af elektronisk databehandling af stemmesedlerne. En
pudsighed er, at man pid Matematisk Institut ved Arhus
Universitet i 70’erne anvendte metoden som opgave i den
indledende datalogiundervisning, fordi det var sa nemt at se,
om et program gjorde, hvad det skulle.

Uden for landets granser har metoden vundet sterst
gehor 1 @steuropa. For, som en gast fra Czeckoslavakiet
bemarkede, “det kalder du anvendt matematik, men hos os
er det ren matematik!”’ Det var ti ar siden, nu bliver det
maske snart omvendt?
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