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Uberall ist das Chaos der geféhrlichste Feind.
Houston Stewart Chamberlain (1855-1927)
En linear differensligning lader sig let lgse. Ligningen
/(»+!) =afin) 11)

omskrives til

J(n+Y =a @)

Ganger vi (2) for n =0, 1, 2, ... med hinanden, star der jo

fin) _ fin) J(n-1) /2) K1) =nn *
NO) “ f(n-1) fin-2)7(1) /(O) '

Der er fem mulige opforsler,

1) a>1, Jn) —=+°° forn » @®

2) a- 1, f(n) - 1for alle n

3) -1 <a<l, f(n) =0 forn—»*°

4) a = -1, /(«) divergerer mellem 1 og -1
5) a <-1, /(«) divergerer mellem  og

Selv om differensligningen ikke er homogen, gar det let:

gin+l)-agin) =c “4)

Disse opfersler lader sig let illustrere grafisk, idet vi kan
opfatte (4) som iteration af funktionen

y =ax tc

Vi anbringer punkterne som ix,x) og (yV) pd linien y=x.
Iterationen af (7) eller folgen (4) ser da séledes ud:
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Vi iagttager, at konstanten ¢ er uden betydning, mens a
styrer forlebet. Hvis vi @ndrer pa a, sker der en afgerende
forandring af opferslen, nir a passerer 1 og -1. Sddanne
forandringer kaldes “katastrofer”. Men ingen af de viste
adfeerd er kaotisk.

En ikke-linear differensligning lader sig ikke sa tit lose
eksplicit & la (2) eller (5-6). Ganske vist kan ligningen for
X" 0

/(«+) = Xf(n)2 (8)

loses af

f(n , a =Xf(0) Q)

)7 A
Men fordi ligningen ikke er linear, giver denne losning os

ikke umiddelbart en lgsning til

/(n+1) =/(«) +c (10

Derimod kan lgsningerne illustreres pa samme made som
det lineare tilfeelde ved iteration af funktionen

y =x~ +tc (1
Figur 2. Iteration af jr+c, c>"/4.
I almindelighed har vi altsd en funktion
> = Fe(x) (12

hvor ¢ er en parameter og x en variabel. Vi danner sa
talfolgen

V)=a’ Vi =W n=0,12,-. (13)
og sperger, om talfelgen konvergerer, divergerer, gér
monotont eller svinger eller hvad. Denne opfersel afhenger

af ¢, og spergsmailet er, hvordan? I eksemplet er ¢ for-
skydningen i y-aksens retning:
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Feifx) =x +c (14

Hvis ¢ > '/4 har parablen ingen skering med linien y =x,
sa talfolgen divergerer.

Figur 3. Iteration afx 2+c, c<'/4.

Hvis -3/4 < ¢ < *4 har parablen to skaringer med y = x. Vi
skal lgse ligningen

x tc =x (1s5)

der loses af

(16)

a = +

— C
2 y 4

I disse punkter er parablens tangenthaldning 2a jo
2a = 1xv/l 4c > -1 17)

netop sa lenge ¢ > -3/4. Det betyder, at hvis startpunktet a
er i nerheden af a vil folgen xn konvergere mod a.

Nar ¢ < -3/4 begynder dansen. Der kan opsta en cykel f.eks.
af lengde 2. Det betyder, at
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e A 1=, (18)

En sddan cykel er ikke svear at finde, fordi den jo er et
fixpunkt for Fec

flx) =* <19)

eller

Figur 5. Tteration af <+c) 2rc.

Men det er lettere, end det ser ud, fordi fixpunkterne for F,
ogsé er fixpunkter for Fc¢ . Derfor er redderne i (15) eller

xy-x +c =0 (21)
ogsé redder i (20) eller
xA+2ch-x+cO+c =0 22
Vi kan simpelthen skrive (22) som
(ic2- je+c) (jc2 +jc+c +1) = 0 (23)
De nye redder, som giver cyklerne, er altsa
| TI el -lkly-4c-3 @9

som netop dukker op, s& snart ¢ < -3A.
En sadan cykel er tiltrekkende, hvis fixpunktet for Fc
er det. Altsd hvis

KFR)7p)l < 1 "25)
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Nu er

fl(x) = (x2+c)2+c (26)
sa
(F])\x) = 4x(x2+c) (27)
Da (Ger rod i
x 4x+c+1=0 (28)
har vi
P~+c = 1Ip A p2+p=-l-c (29)
Derfor er
(30)

(FV(P)=4p(fcz+c)=4p( -1 -p) =-4(-1 -c)=4(1 +¢)

Derfor er (25) opfyldt for

<c<

Figur 6.x1 - 3/4 og (x2- 54)2 - 54.

Hvis vi sammenligner graferne for Fc for forskellige
verdier af ¢ med graferne for Fc2 for udvalgte andre
vardier af ¢, ser vi, at de er temmelig ens. Den opfersel,
som Fc udviser, f.eks. cykler for ¢ < -3/4, kommer derfor
ogsa for Fc2, blot nér ¢ < -5/4.

For c=-2 er der punkter af hver tenkelig periode.

Det betyder, at for en vilkérlig startveerdi a i nerheden
af 0 vil folgen xn defineret ved (13) opfere sig uforud-
sigeligt. Det er denne uforudsigelighed, vi betegner som
“kaos”. Ved start langt fra 0 gar folgen mod - “normal
divergens” .
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Hvis vi ser pa overgangen ¢ —> -2, kan vi jo afbilde fix-
punkteme og perioderne som “funktioner” af c. Det giver
diagrammet:

®© O » A

Figur 7. Attraktorer som funktion af c.

Det ses, at dynamikken endrer struktur fra simpel kon-
vergens til en attraktiv periode af lengde 2 ved ¢ = -3/4, til
to perioder ved ¢ = -54 o.s.v. En rekke “katastrofer” for
dynamikken.

Ogsd ¢ = -2 er en katastrofe. Nar ¢ < -2, vil der vere
startpunkter i intervallet [-2,2], hvis felger xn - defineret i
(13) - divergerer mod <»

Spergsmalet er, om der overhovedet findes punkter, a,
-2 < a < 2, hvis talfelger xn - defineret ved (13) - forbliver
i intervallet.

Det er klart, at ligesom punkterne i det midterste interval
bliver smidt udenfor med det samme, si bliver punkterne
midt i hver af de andre intervaller sendt ind i det midterste
og derfra udenfor.

Vi fir altsd dannet en proces, der successivt tredeler
intervallet og fjerner det midterste og gentages pa hver af de
yderste.

Det, der bliver tilbage, kalder vi A. Denne mengde
bestar af alle intervalendepunkteme, samt alle granse-
vaerdier for konvergente folger af endepunkter.

KVANT, juni 1991

Lad nux e A. Vi definerer talfelgen til x, s(x), som

w() = 302 (32)

hvor S: er 0 eller 1, defineret ved

0 Fj(x)eld (33)

1 Flx)elx

Talfolgen s- beskriver folgen xn som den springer fra /0 til
/1 eller omvendt.

Intervallernes endepunkter svarer til de talfelger, der har
§ = 1forj > N. Derfor vil alle talfelger svare til et punkt
i A. Nu kan talfelgeme opfattes som tal i intervallet [0,1] i
binear kode.

De interessante fanomener afspejles i tallene. Iterationen

F svarer til et skift, altsa
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FCsqSjSA-) = S[S2s3- (34)

altsa funktionen fordobling og bortkast af den hele del,

g(x) =2x mod 1 (33)

En periode for F svarer til en periodisk bimalbrek, altsa et
rationalt tal i intervallet. Disse svarer igen til perioderne for
g som vi finder af hver mulig lengde:

Figur 11. 2(2x mod 1) mod 1 med folgen fra a=1/5.

Denne oversattelse athang jo ikke af den oprindelige
funktions lokale udseende, hvilket forklarer, at der i er
orden i kaos. To kaotiske systemer ligner hinanden, nemlig
funktionen (36) itereret.

Hvis vi valger et tilfeldigt tal mellem -2 og 2 og
iterererer F(x) =x2 +c¢ for et ¢ <-2, s& vil felgen xn
defineret i (13) med sandsynlighed 1 divergere mod °°, men
man kan vere heldig at ramme en foelge, der farer rundt som
en flue i en flaske. - Det er kaos!
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Det er nejagtig den samme kaotiske opforsel, vi ser pa
hele intervallet, nar c=-2. Vi behgver blot at tage funktionen

2 cos(jrazt) (36)
Nér vi anvender den pa (36), far vi jo
2cos(2&2jt) =4cos2(jc2jt) =(2cos(x27t))2-2
med andre ord, F2(x). Altsd samme kaos!
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