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Indholdet af etforedrag, forfatteren har holdt den 16. janu-

ar 1991 i San Francisco for Mathematical Association of

America i reekken af * Lesser known geometrical gems’’, der
kan overscettes til “Mindre kendte geometriske perler”.

Figur 1. Trekanten 6,7,8

Det har altid veret fascinerende at undersege trekanter
med simple forhold mellem vinkler og sider. Er alle tre
vinkler lige store, s& er siderne det ogsd, og er to vinkler
lige store, sd er de modstdende sider det ogsa.

Det bedst kendte eksempel er tilfeeldet Z4 = ZB + ZC.
(Denne ligning kan jo ogsa skrives Z4 - n/2.) Som bekendt
ma siderne tilfredsstille ligningen a2 = b2 + ¢2, opkaldt efter
Pythagoras. Den mindste heltalslgsning er a =5, b - 3 og
c=4.

Et par andre simple eksempler er ZA =2 x ZB, der
giver ligningen a2 =52+ bc med mindstelosning a =6,
b=4o0gc- 50g7Z4 - 2x ZB + ZC, der giver ligningen
a2 = b2+ ac med mindstelosning a =4, b =2 og ¢ = 3.

Jeg kan ikke fortsatte pd denne made. Jeg kender ikke
vinkelrelationeme for trekanten med siderne 5, 6 og 7. Men
trekanten med siderne 5, 7 og 8 har vinkelrelationen
2x ZA = ZB + ZC. Denne vinkelrelation er - svarende til
Pythagoras ovenfor - ensbetydende med den enklere
ZA =7/3. Og ligningen er blot cosinusrelationen
a2- b2+ c2-bc med mindste lesning a- b=c=1 og
mindste “ikke trivielle” lgsning a =7, b - 3 og ¢ = 8.

Men den naste simple relation mellem vinklerne,
ZA =2 x (ZB - ZC), giver en overraskelse. Siderne kan
ikke “ngjes med” at tilfredsstille en andengradsligning, men
ma op pa en ligning af tredie grad, nemlig

ba2= (b - ¢ (b +c¢)2 A
Den mindste heltalslosning er ikke desto mindre igen
successiv, @ - 7, b =8 og ¢ = 6.

Vi betragter en vilkarlig trekant, A4BC med vinkelhal-
veringslinie AE fra A til a.
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Figur 2. Vinkelhalveringslinien deler den modstaende side forholdsvist.

Vi forlenger BA ud over A med liniestykket b til D.
Derved bliver ACAD ligebenet, s& 2 x ZD = ZBAC = ZA.
Altsa er ZD = ZBAE, hvorfor ABAE - ABDC. Men si
gaelder

— =a ~A = a 2)
b c b +c

Vi fortsetter nu tegneovelsen med at forlenge AE ud over
E til F, sddan at ZECF = UZA - ZBAE. De to nye stykker
kaldes henholdsvis y = CF og z = EF.

Vi har nu felgende fire ensvinklede trekanter

ABDC - AFAC ~ ABAE - AFCE

S& langt kan vi altid komme. Lad os nu antage, at
vinkelrelationen er opfyldt. Vi skriver den som
ZB =ZC + VzZA. Sa far vi

ZBCD=ZBCA +ZACD=ZCD/zZA=ZB=ZDBC (4>
og trekanten ABDC er ligebenet, og dermed er de alle fire

i (4) ligebenede. Altsd er v=5b +¢, w=¢, y =x og
b =c +z Men sd er

1 = a ®))
X X b b +c

som ved multiplikation giver ligningen
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hvoraf formlen (1) folger.

Det vanskeligste stdr tilbage, nemlig at vise, at enhver
trekant, der opfylder relationen (1), ogséd opfylder vinkel-
relationen. Vi kan altid tegne de fire ensvinklede trekanter
til vinkelhalveringslinien, s& hvis vi kan vise, at én af dem
er ligebenet, sd er vi hjemme. Vi vil sigte pd at vise, at
X =y

De ensvinklede trekanter giver os

@ (7)
b +c
samt
woo_ _b og a-x a (8)
a-x y c b+c
hvoraf
abc )
(b+c)y

Disse storrelser indsattes i forholdet

w +z _ b+c (10)
y a
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(1), s& kan man gere folgende overvejelser. Da vi altid kan
gange en lgsning med en faktor, kan vi ngjes med at lede
efter losninger uden en falles faktor. Hvis nu b og ¢ har en
feelles faktor, vil denne ogsa gi op i a. Sa vi kan antage, at
b og c er primiske, det vil sige uden falles faktor. Lad nu
pnveare den hgjeste potens af et primtal, p, som gar op i b,
og lad pmvare den hgjeste potens af det samme primtal, der
gir op ic. Sd er b=pnb og c=pnc. Indsattes i (1), fis
ligningen

pnbal = pim(pn-mb-c)(pnmb +c’92 (16)

hvoraf folger n = 3m. Altsd ma b veere en trediepotens; der
findes et x, s& b =x3. Endvidere mé ¢ vare delelig med x,

altsd ¢=xc. Lad nu z=x2-c¢ sa far vi

xV =x¥(2x--z)" a7
Det er nu klart, at z ma vere et kvadrattal; der findes y, sa
z=y2.0gsderc=x3-xy2oga=y (Xx2-yl).

Med andre ord, en parameterfremstilling af lgsningerne
er

@,b,c) = r(2xYy -y \x 3,x3-xy2) (18)

Forx = 2 og y - 1 fas den navnte losning.
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