HVORFOR ER BINOMIALKOEFFICIENTER

NASTEN ALTID LIGE?

Mogens Esrom Larsen, Matematisk Institut, Kgbenhavns Universitet

Early exceptions eclipse eventual essentials.

Sierpinski’s net er dannet ved, at vi forst har fjernet den
fjerdedel, der selv er en trekant pd spidsen i midten af
figuren. Tilbage bliver nu tre ens trekanter, der alle er
retvendte. Vi gentager nu processen pd hver af de tre

trekanter og fjerner altsd nu tre trekanter pd spidsen, ialt-ZE

af den oprindelige trekant. Séledes fortseettes i det uendeli-
ge, en proces, der er er blevet beramt under overskriften
“fraktal” i de senere ar.

Et godt spargsmal er, hvor stor en del af trekanten har
vi fjernet? Det er klart, at vi ikke har fjernet hele trekanten,
hvis vi kun fjerner det indre af hver af trekanterne pa
spidsen. Der bliver et smukt netveerk tilbage. Men det
samlede areale af de fjernede trekanter er stort, nemlig

Med andre ord, de fjernede trekanter fylder i virkeligheden
hele den oprindelige trekant ud. Tilbage er kun maskerne i
et net.

Denne simple iagttagelse har en forblgffende anvendelse
pa binomialkoefficienter.
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Richard K. Guy.

Binomialkoejficienten er antallet afmader, hvorpa vi kan
udtage k elementer af en mangde pd n elementer, og
(n\

[kJ

Det kan man angive en formel for, men vi har kun brug

for den simple rekursionsformel,

ez Lon VT

\

skrives:

Denne formel er i virkeligheden indlysende. Nar vi skal
udtage de k elementer af mangden med n+1 elementer,
veelger vi at iagttage et bestemt af disse. Enten bliver dette
taget ud, og s& kan de resterende k-l udtages af de re-

sterende n elementer pa fkn mader, eller dette element

bliver ikke taget ud, og sa skal vi udtage de k elementer af

"nA

de resterende n elementer, og det kan geres pa mader.

Summen af de to er samtlige méder.

Nér vi derfor starter med at udtage 0 af n pa 1 made, og
n af n pd& 1 made, s kan vi finde samtlige binomialko-
efficienter ved successivt at leegge naboer sammen. Dette
mgnster kaldes Pascal’s trekant efter den franske matema-
tiker og filosof, Blaise Pascal (1623-1662):

Binomialkoefficienter



Vi stiller os nu det spargsmal, hvor ofte er en bino-
mialkoefficient lige, og hvor ofte er den ulige? Ovenfor er
der 27 ulige og 9 lige. Men det er jo ikke nogen
repraesentativ stikpreve, vi har jo valgt at se pa det gverste
lille hjgrne af en uendelig trekant.

Huvis vi gentager Pascals trekant med angivelsen 1 for et
ulige tal og O for et lige, far vi et menster. Og rekursions-
formlen gelder stadig, hvis vi modificerer den med reg-
nereglen 1+1=0. Vi ser nu, at vi repeterer et mgnster, hvor
der jeevnligt optreeder hele raekker af 1’taller efterfulgt af en
reekke med 1'taller i hver ende og Oer imellem. Og vi ser,
hvorledes et |’tal giver skrd kanter af 1'taller, der ind-
rammer trekanter af O’er. Disse to faenomener optraeder,
hver gang n antager formerne n=2ml henholdsvis n=2m

Hvis vi gar status og normaliserer trekanten, hver gang
vi er et skridt fra den neste potens af 2, ser vi, at vi gen-
finder skridtene i processen, der danner Sierpinski’s net.

KVANT, november 1990

1

11

10 1

1111
10001
m 110 011
10 10 10 1
11111111

100000001
1100000011
10100000101
111100001111
1000100010001
11001100110011
101010101010101
1111111111111 111
10 0000O0O0O0OO0OOCOOOOO1

Men det betyder jo, at det mgnster, der dannes af Oer,
fylder relativt mere og mere for i greensen at fylde det hele,
mens 1-tallerne bliver til det omtalte net. Med andre ord, i
modseetning til den statistiske antydning er sandsynligheden
for, at en tilfeeldig binomialkoefficient er ulige, lig med O,
mens sandsynligheden for, at den er lige, er lig med 1
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