Fraktaler og |//-stgj;

to sider af samme dynamiske tilstand.

Henrik Jeldtoft Jensen, NORDITA, Kgbenhavns Universitet

Denne artikel handler om et forsgg pa at udvikle en
sammenfattende teori for to meget udbredte feenomener. Det
ene er de rumlige strukturer, man kalder fraktaler, det andet
bestar i tidslige signaler som udviser, hvad man betegner
som |//'-spektra.

Fraktaler optreeder de mest forskellig artede steder i
naturenl; sdledes er bjerge, stjerne fordelingen pa himlen og
spin konfigurationer i magneter alle eksempler pa fraktale
strukturer. De er skalainvariante, d.v.s. de ligner atter sig
selv efter at vaere blevet forstgrret et antal gange. Teenk f.
eks. pa et blomkalshoved eller se pa figur 6.

t

Figur 1. Tidslig variation af det totale antal partikler pa et 32x32 gitter.
Den nederste graf viser en forstarrelse af en del af tidsaksen pa den
gverste.
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Tidslige 1//-spektra findes bl.a. i elektriske modstande,
i vandstremmen i Nilen, i motorvejstrafikken igennem
storbyer og i lysudsendelsen fra stjerner23 1 alle disse
tilfeelde viser det sig, at den tidslige variation af det betrag-
tede signal ikke blot indeholder nogle fa karakteristiske
frekvenser. Undersgger man styrken, hvormed de enkelte
perioder bidrager til signalet, finder man, at alle frekvenser
bidrager, og ydermere er det saledes, at de lange perioder
bidrager mest. Styrken af en given frekvens/er proportional
med 2/P, hvor (3~L Deraf kommer navnet * I//-stgj”. |
fig. Ler vist et eksempel pa et tidsligt signal, som har denne
egenskab. Selvom tidsaksen er blevet forsterret fem gange
i fig. b ligner signalet fortsat sig selv.

Flvordan kan det vare at fraktaler og 1//-spektra dukker
op s& mange vidt forskellige steder? Er fraktaler og
I//-spektra forbundet og er der en felles bagved liggende
arsag til at de findes i tilsyneladende ikke beslegtede
systemer? Det er pracis tilfeldet i folge Bak, Tang og
Wiesenfeld5. De foreslog fomylig, at dynamiske systemer
bestdende af mange vekselvirkende partikler eller med
mange frihedsgrader af sig selv udvikler sig til en tilstand,
som er karakteriseret ved en total mangel pd lengde og
tidsskala, tilstanden er skalainvariant. (Korrelationsfunktio-
ner og fordelingsfunktioner udviser simpel potenslovsopfar-
sel.) Tilstanden siges at veere kritisk med en hentydning til
kritiske tilstande ved termodynamiske faseovergange, og de
betegnede feenomenet som selvorganiseret kritisk opfarsel.
Fraktaler og I//-spektra fremkommer som henholdsvis de
rumlige og tidslige karakteristika ved denne tilstand.

Vi vil nu farst give en mere detaljeret beskrivelse af,
hvorledes den selvorganiserede kritiske tilstand tenkes at
fremkomme og dens egenskaber, derefter vil vi gennemga
en konkret numerisk model.

Tag en spand med sand og en plan flade. Begynd nu
langsomt at drysse sand ned pa fladen. 1 begyndelsen vokser
sandbunken jevnt op uden at sandet skrider ned ad siden.
Nér haldningen af sandet nar en vis veerdi, begynder laviner
at opstd. Vi kan forestille os, at der lokalt p& bunkens side
findes en bestemt kritisk heldning, ved hvilken sandet
begynder at lgbe. Halder vi for meget sand pa, sankes
haldningen lokalt, ved at sand lgber ud. Er haldningen pa
et sted under den kritiske veerdi, vil den kunne vokse, nar
der bliver haldt sand pa eller ved, at sand pa bunkens side
transporteres til og fra omréadet. Sandbunken driver sig selv
ind i en dynamisk stationar tilstand.

Lad os nu et gjeblik holde inde med at drysse mere sand
pa bunken, og forsgge at undersgge den tilstand sandbunken
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Gittergasmodellen

1 Tag et skakbraet med Nx felter i x-retningen og Ny
felter i y-retningen. Lad n(x,y)=1 betyde, at feltet
(x,y) indeholder en partikel og n(x,y)=0 betyde at
feltet er tomt. Fordel nu partikler pa tilfeeldig made
pa breettets felter. Vi ma aldrig placere mere end én
partikel i et felt, men felter kan udemaerket veere
tomme.

2. Partikler i nabofelter frastader hinanden. Vi definerer

kraften pa en partikel i feltet (x0,y0) ved
F=n(x0-\,y0-n(x0+1,y0)
F=n(x0y0-\)-n(x0y0+I)
Partiklen i feltet (xOy0) skal flyttes til det nabofelt,
som kraften F peger imod. Vi bestemmer dette felt
ved at beregne
I=nint[FA\F\\, J=nint[F\F\J,

hvor nint[x] betegner det hele tal, som ligger naer-
mest ved Xx. Vi gnsker at flytte partiklen fra
ro=(x0,y0) til r/=(x0+1,y0+J), men ggr det kun, hvis
feltet r, er tomt og dersom ingen andre partikler skal
flyttes ind i feltet med en kraft sterre end den kraft,
som virker pa partiklen i feltet r0. Reglen er, at
dersom flere partikler gnsker at flytte ind i det
samme tomme felt, flyttes den af partiklerne, som
faler den sterste kraft og de andre partikler bliver,
hvor de er. Hvis alle partikler, som gnsker at blive
flyttet ind i feltet rh pavirkes af samme kraft, flytter
vi ingen af disse partikler. Vi gar altsa igennem alle
partikler pa brzttet, far vi begynder at flytte partik-
lerne.

3. Specielle regler gaelder for kant felterne:

(Ly) og (Nxy) hvor ye [I,Ny]

(x,\) og (x,Ny) hvor xe [I"VJ
Vi slutter hvert tidsskridt af med at fjerne alle
partikler, som befinder sig i disse felter. D.v.s.
partiklerne forsvinder ud over breettets kant. Nu er
alle disse felter tomme og naste tidsskridt indledes
med at introducere partikler i kantfelterne med
sandsynligheden p per felt (f.eks. med p=0,2). En
partikel placeret i et kantfelt pavirkes forudenved
krafterne fra evt. nabopartikler af en enhedskraft
vinkelret pa brattets kant i retning ind pé breettet.
Denne kraft skal forsgge at drive partiklen ind pa
breettet.

4. Modellens dynamik bestar i at udfere punkt 2 og
punkt 3 igen og igen.

Figuren viser et eksempel pd en partikelkonfiguration.
Pilene angiver retningen af den resulterende kraft péa de
forskellige partikler. Alle tre partikler kan flyttes til de
felter pilene peger imod.

| denne konfiguration kan partikel nummer 1 og 4
flyttes. Partikel nummer 2 og 3 gnsker begge at flytte
ind i midterfeltet, men da de begge pavirkes af en kraft
af starrelsen én, skal ingen af dem flyttes.

Krefter pa partikler i kantfelter. Den stiplede pil angiver
den under punkt 3 omtalte kantkraft, den fuldtoptrukne
pil viser den resulterende kraft.
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nu befinder sig i. Til det formal kaster vi et enkelt sands-
korn pa bunken. Nogle gange forarsager det, at en stor
lavine udlgses, andre gange giver det ekstra sandskorn kun
anledning til, at et par korn triller en smule ned, og atter
andre gange udlgser vort sandskorn slet ikke noget skred. Et
skred udlgses, dersom vi ved at addere et ekstra korn ggr
den lokale haldning starre end den kritiske. Lad os kalde et
sadant sted pa bunkens side for minimalt stabilt. Adderer vi
et sandskorn til en minimalt stabil position vil sand skride
fra denne position til nabopositioneme nedenfor. Dette kan
bevirke at haeldningen i disse nye positioner bliver overkri-
tisk, sd sandskred udlgses her. En lavine eller keedereaktion
er derved sat igang, den vil forlgbe, indtil vi har relakseret
alle de minimalt stabile positioner, som er rumligt forbundet
med det sted, hvor vi placerede det farste sandskorn.
Sandbunkens side bestdr i den kritiske tilstand af et netveerk
af minimalt stabile positioner.

Sandbunke sproget er hensigtsmaessigt til at beskrive
ideen om den selvorganiserede kritiske tilstand; men skal
ikke tages for bogstaveligt. Eksperimenter6 har ikke fundet
I//-stgj i sandbunker. 1 artiklerne i Ref.5 behandlede Bak,
Tang og Wiesenfeld en numerisk sandbunke model. De
troede, at denne model indeholdt 1/-stgj, men senere
simulationer? har vist, at dette ikke er tilfeldet. Hverken
modellen eller rigtige sandbunker ser ud til at indeholde
fraktaler. Lad os derfor nu forlade sandbunken og istedet
beskrive en anden model8, som bade indeholder fraktaler og
I//'-spektra.

Figur 2. Spektralteetheden af den tidslige variation i antallet af partikler
pé et 64x64 gitter. Der er midlet over 31 forskellige tidssekvenser alle
bestdende af 5000 tidsskridt. Den rette linje har heaeldningen -0.9.
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Modellen bestar af frastadende partikler, som beveeger
sig rundt pa et gitter. Hvert felt pa gitteret kan indeholde en
eller ingen partikel. Vi tenker os at en kraftig gnidnings-
modstand bevirker, at partiklerne bevaeger sig overdempet,
d.v.s. de flytter sig kun, nar en resulterende kraft virker pa
dem. S& deres beveegelsesligning er ikke Newtons anden
lov, men fglgende diffusive beveegelses ligning, Tjv=F hvor
tj er en gnidningskoefficient, v hastigheden af den betrag-
tede partikel og F den resulterende kraft pa partiklen. |
hvert tidsskridt opdaterer vi hele gitteret pa engang. Vi
beregner den resulterende kraft pa en partikel forarsaget af
vekselvirkningen med eventuelle nabopartikler. Vi undersg-
ger om det nabofelt, som den resulterende kraft peger imod
er tomt, er det tilfeeldet flytter vi den betragtede partikel til
dette felt, i modsat fald lader vi blot partiklen blive, hvor
den er. Partiklerne kan forlade systemet over dets fire
kanter, endvidere introduceres partikler pa kantfelteme med
en konstant sandsynlighed i hvert tidsskridt9.

Nu lader vi blot systemet udvikle sig i tiden. Uanset
hvilken begyndelseskonfiguration vi starter fra, vil modellen
selv beveege sig ind i en stationer tilstand, som er karakte-
riseret ved at antallet af partikler pa gitteret som funktion af
tiden, N(t), har et 1//-spektrum. 1 fig. 1 er vist et eksempel
pé, hvorledes N(t) kan se ud, nar systemet udvikler sig i den
stationzere tilstand. Styrken af frekvenserne er vist pa figur
2 og denne spektralteethed, S(f), er proportional med 1tf'9.

Figur 3. Fordelingen af levetider for samme system som i Fig. 2. Den
rette linje har heeldningen -1,8.



En given partikel bidrager til N(t) i tidsrummet fra
partiklen bliver anbragt pé gitterets kant til den forlader
gitteret igen. Vi kan kalde dette tidsrum, T, for partiklens
levetid, og vi kan numerisk male, hvorledes fordelingen af
levetider, D(T), ser ud. | figur 3 er vist levetidsfordelingen
for systemet fra figur 2. Over et bredt tidsinterval finder vi
at D(T)~1IT*8. Den stationzre tilstand har saledes forde-
lingsfunktioner som udviser potenslovsopfarsel.

Der findes en sammenhang imellem fordelingen af
levetider og spektralteetheden?. Hvis N(t) er en linegr sum
af ukorrelerede enkelt signaler med forskellige levetider T,
som er fordelt efter D(T)~I/7'a, da vil S(f)~V/f*, hvor
P=3-oc for a>1 og (1=2 for a<|. Korrelationer imellem de
enkelte signaler kan gdeleegge denne sammenhzang. Inden
for den numeriske malengjagtighed ser det ud til, at relatio-
nen er opfyldt for spektralteetheden og den tilhgrende
levetidsfordeling vist i h.h.v. figur 2 og figur 3.

128

0 64 128

X

Figur 4. Partikel konfiguration da partiklerne er kommet til ro efter at
vi er holdt op ned at bringe nye partikler ind pa gitteret.

Den tidslige opfarsel af modellen udger et eksempel pa
at Bak, Tang og Wiesenfeld’s vej til I//-spektra kan fore-
komme. Vi vender os nu til de rumlige aspekter af model-
len.

Betragt systemet i den stationaere kritiske tilstand. Holder
vi nu op med at introducere nye partikler pa gitterets kant,
gar bevaegelsen i std i lgbet af nogle tidsskridt. 1 figur 4 er
vist en resulterende konfiguration efter, at partiklerne er
kommet til ro. 1 denne model er der kun vekselvirkning
mellem narmeste-nabo-partikler pa et kvadratisk gitter. Vi
kan nu pa felgende made undersgge, hvorledes partiklerne
i denne tilstand er korrelerede. Vi anbringer en ekstra

partikel i et eller andet tomt felt, denne nye partikel vil
skubbe til partikler pa nabofelterne og beveegelse vil blive
sat igang. Nu falger vi systemet til det atter falder til ro. |
figur 5 er vist alle de felter, hvorpa bevaegelse blev indu-
ceret da vi anbragte en ny partikel i gitterets center. Alle
disse felter er sledes dynamisk korrelerede med det felt,
hvor vi anbragte den farste partikel. Der findes sammen-
haengende omrader, som formodentlig skyldes at vi har en
mindste leengdeskala givet ved starrelsen af de enkelte felter
pa gitteret, men ellers ligner den rumlige struktur, som er
fremkommet i figur 5, en fraktal. | figur 6 har vi fokuseret
pa en del af figuren, omradet i den gverste figur er blevet
forstgrret med en faktor to i den nederste figur. Kvalitativt
ligner de to figurer hinanden, altsa er klyngen af punkter i
figur 3 til en vis grad skalainvariant. Massedimensionen
opnaet ved den sdkaldte boks-telling er omkring 1.7.

X

Figur 5. Klynge bestaende af dynamisk korrelerede gitterfelter i Figur
4. Se i gvrigt teksten.

Den ovenfor beskrevne model viser, at I//-spektra og
fraktale strukturer kan opstd som produkter af en dynamisk
kritisk tilstand. Gittergas modellen er séledes et konkret
eksempel pa Bak, Tang og Wisenfeld’s ide om, at selvorga-
niseret kritisk opfarsel ligger til grund for observerede
I//-spektra og fraktaler. Modellen er forgvrigt mig bekendt
den eneste, som bade indeholder fraktaler og I//-spektra.

Der er naturligvis et langt skridt fra en simpel numerisk
model, som er diskret bade i rum og tid, til de komplicerede
systemer, hvor man i naturen mgder fraktaler og I//-spektra.
Der er mange spergsmal at besvare, far vi ved om korreleret
mange partikel opfersel altid er arsagen bag I//-spektra og
fraktaler. Hvilken betydning har den diskrete natur af de
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Figur 6. En del af klyngen i Figur 4 set under forskellig forstarrelse.

numeriske modeller? Hvad er det, som bestemmer om et
givet system vil have en selvorganiseret kritisk tilstand eller
ej? Hvorledes kommer man videre fra de numeriske eksperi-
menter til en egentlig teori for fenomenet selvorganiseret
kritisk opfersel? Alle disse spergsmal bliver studeret for
tiden. Modeller inspireret af turbulens, kosmologi, jord-
skalv, biologi, skonomi med videre er blevet preesenteret1
Bak, Tang og Wiesenfeld’s ambitigse og tiltreekkende ide
om selvorganiseret kritisk opfgrsel er endnu for ny til, at vi
kan afgare, hvilke fysiske systemer begrebet kan anvendes

pa.
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